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Matematyka stosowana i metody numeryczne
Konspekt z wyktadu

6 Rozwigzywanie réwnan nieliniowych

Rozwiazaniem lub pierwiastkiem réwnania f(z) =0 lub g(x) = h(z) nazywamy kazda liczbe x =
x*, ktora spetnia to réwnanie. Ré6wnania nieliniowe rozwiazywac¢ bedziemy metodami iteracyjnymi,
ktore wymagaja:

1. dokonania wtasciwego wyboru punktu startowego,

2. wybrania odpowiedniego algorytmu iteracyjnego zapewniajacego zbieznos¢ procesu obliczenio-
wego,

3. okreslenia kryterium stopu wynikajacego z wymaganej doktadnosci obliczen:

e tempo zbieznosci:

Tn+1 — Tp
€ =|—/|
Tn+1
e residuum:
o ’f(a:n +1)
g = |
f(xo) T
e liczba iteracji:
n="7

Obliczenia zostana zakonczone po spetnieniu warunkow:

d d : , , .
€1 < 1?6 <& —  spelnione réwnoczesnie

Y

n <n™ —  alternatywa

. dop d o
gdzie: €]P) €, n™* — zadane wielkosci dopuszczalne.

6.1 Metoda polowienia (bisekcji)

Dla wyjsciowego rownania f(x) poszukuje sie przyblizenia rozwiazania wewnatrz przedziatu z €
(a,b). Przy kazdej iteracji oblicza si¢ jego $rodek:

a+b
T = ,
2

(1)

a nastepnie sprawdza sie, w ktorym podprzedziale (a, z) lub (x,b) znajduje sie poszukiwany pierwia-
stek x* i ten przedzial podlega dalszemu podziatowi.



Przyktad: Znalez¢ pierwiastek réwnania
fl@)=(@=1)x+1)=0
przyjmujac a =0, b=151i¢e, =¢;, =1-107%

Rozwigzanie:
fo=-1 f,=1.2500
iter =1

x =075 f,=-04375 a=0.7 f,=-0.4375 €, = 0.75000 €y = 0.43750

iter = 2
r=1125 f, =0.26562 b=1.125 f, =0.26562 €z = 0375 €y = 0.26562

iter = 3
x=0.9375 f,=-0.12109 a=0.9375 f,=-0.12109 €, = 0.18750 ¢y = 0.12109

iter = 14
r=10 f, =6.1036e—5 b=10 f, =6.1036e—5 €z = 9.1553e — 05 €5 = 6.1036e—5

6.2 Metoda interpolacji liniowej (regula falsi)

W interpretacji geometrycznej metoda interpolacji liniowej oznacza zastapienie krzywej f(x) cieciwa
taczaca punkty A(a, f(a)) i B(b, f(b)):

_ afb_bfa

e fb_fa (2)

Przyktlad: Znalez¢ pierwiastek réwnania
flz)y=(x—-1)(x+1)=0
przyjmujac a =0, b=15,i¢, =€, =1-107"

Rozwigzanie:
fa =-—1 fb = 1.2500 To = 0
iter =1

x = 0.66667 f, = —0.55556 €, = 0.66667 €; = 0.55556
a = 0.66667 f, = —0.55556 xy = 0.66667

iter = 2
xr=0.92308 f, =—0.14793 €, = 0.25641 er = 0.14793
a=0.92308 f, =—0.14793 9= 0.92308

iter = 3
x=0.98413 f, = —0.031494 ¢, =0.06105 €y = 0.031494
a=0.98413 f, =—-0.031494 =z, = 0.98413

iter = 8
x=0.99999 f, = —1.0240e—5
€ = 2.0480e — 05 €y = 1.0240e—5



6.3 Metoda siecznych

W tej metodzie generowanie ciggu kolejnych przyblizen wartosci poszukiwanego pierwiastka odbywa
sie na podstawie znanych wartosci dwoch ostatnio obliczonych rzednych funkeji f(x). Wartosé ko-
lejnego przyblizenia poszukiwanego pierwiastka x(,41) Wyznacza si¢ jako odcigta punktu przecigcia
siecznej przechodzacej przez punkt A(xg_q, f(xk_1)) oraz B(xy, f(zg)) z osia z—0w:

f(x)

I TG ) )

k=1,2,....n (3)

6.4 Metoda stycznych (Newtona-Raphsona)

Podstawe metody stanowi interpolacja funkcji f(x) za pomoca stycznej prowadzonej w punkcie
B(xo, fo). Kolejne przyblizenia poszukiwanego pierwiastka sa odcietymi punktu przeciecia stycznej z

osia x: Fo)
Thk41 = Tk — f’( ) <4>

Tk

Przyklad: Znalez¢ pierwiastek réwnania
fl@)=(@-1(z+1)=0
przyjmujac xo = 1.5, i€, =¢; =1-107*

Rozwigzanie:

E=0

x1 = 1.0833, €, =0.41667, €5 =0.17361
k=1

9 = 1.0032, €, =0.080128, €5 = 0.0064205
k=2

x1 = 1.0000, €, =0.0032000, €5 = 1.0240e—5
k=3

r1 = 1.0000, €, =15.1200e — 06, €;=2.6215e—11

6.5 Zmodyfikowana metoda Newtona

Jezeli pochodna f'(x) zmienia si¢ w przedziale domknigtym < a,b > nieznacznie to we wzorze:

T
xk+1_$k—%, k=0,1,2--n

mozna przyjac:

f'(@r) = f' (o).
Kolejne przyblizenia pierwiastka z* réwnania f(z) = 0 mozna obliczy¢ ze wzoru:
f (k)
— L k=0,1,2,--, 5)
Tk+1 = Tk /(o) n (5)



6.6 Metoda iteracji prostej

W metodzie tej réwnanie f(x) = 0 przeksztalcamy do réwnowaznego:
z = g(x)
Algorytm metody polega na wykorzystaniu schematu rekurencyjnego:
Trp1 = g(xg), k=0,1,2,... (6)

do generowania ciggu kolejnych przyblizen poszukiwanego rozwigzania x*.
Wygenerowany ciag liczbowy: xg, x1, x3,... moze okazac si¢ zbiezny do rozwigzania z* , ale tez
moze nie by¢ zbiezny i wykazywac¢ niestabilno$c.

6.7 Metoda iteracji prostej z relaksacja

Relaksacja zamienia poczatkowy schemat rozbiezny na szybko zbiezny.
Do réwnania x = g(z) dodajemy stronami ax stad

9(x) a
r+ar=g)+ar == +x =z =h(z
9(x) 1+« 1+« (%)
Wartosé wspotezynnika o dobieramy tak by A'(x*) = 0 stad:
a=—g'(z*).
gdzie to x* wartos¢ najblizsza poszukiwanemu rozwiazaniu.
Koncowa postaé¢ schematu iteracyjnego:
g(x) g'(z")
T = h(z) ==z - "  _r——
k41 (1) e 7 . 7 (@)
Gdy z* jest nieznane to mozna przyja¢ x* <— xj lub x* + x.
Przyklad: Znalezé pierwiastek réwnania 22 — 2 = 0
Rozwigzanie:
rP=2=—=z2="=1a2+ar="+ax
x x
o)== ) =g =—r=-1= (") = -1
x x? 2

1 2 1 1/2
Me) =T 1—(—1)$:§<E+x>

Teraz formuta rekurencyjna przyjmie postaé

Thar = hlzg) = % (% + xk) (7)



Jezeli teraz przyjmiemy xy = 0.5 to otrzymamy:

;= 2.25000
Ty = 1.56944
r3 = 1.42189
r, = 1.41423

rs = 141421 = 2v* =~ V2

7 Uklady réwnan nieliniowych

Uogolnienie metody Newtona-Raphsona (metoda stycznej w punkcie) na przypadek wielowymiarowy
mozna zapisa¢ wektorowo w nastepujacy sposob:

~1
Xk+1 = X — (J(Xk)) f(Xk), k= O, 1, .. (8)
wektor zmiennych H wektor funkcji H macierz Jakobianu
[ 0 OA ... Of T
T fl g? 2;2 g;n
T2 £ fa _Afi d_ac? G_xz o Wi
- : ~ dz; . . .
Tn fn On Ofn ... On
L aIl 8:132 azn .

lub  xp1 =%xp + Axpq, k=0,1,...,

gdzie Axpyq = —(J(Xk>)

-1

Przyklad: Rozwiaz ponizszy uktad rownan metodg Newtona-Raphsona przyjmujac wektor startowy

xo = [1,0]:

Rozwigzanie

—x1+ (13 — 1) =2 =0,
($1+2)3—l’2+1:0.

ofi Of

I(x) = on 0w | _ 1 2z —1)

of Of Bz +2)? -1
8CE1 81‘2

o) = | e | T =| 1 13|

Ax. — [ 105455 [ —0.054545

T 047273 |0 T T | —0472127 |
0.22347 ~1.0000 —2.9455

£0a) = {8.83587 } J0a) = { 11.3544  —1.0000 }

A, — | 07491 [ —0.80366
2 0.3302 [ 27 | —0.14253 |’

5



f(xs) =

AXQI |:

|

0.0000e + 00
—5.3395e — 12

—5.7021e — 23
—5.3395e — 12

—1.0000
}’ J<X8):{ 0.0000

o _ [ —2.0000
T 1.0000 |-

0.0000
—1.0000

|\



