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Matematyka stosowana i metody numeryczne
Konspekt z wyktadow

1 Btledy obliczen
Bledy mozna podzieli¢ na:
e modelu,
e metody,
e wejsciowe (poczatkowe),
e obciecia,

e zaokraglen.

1.1 Blad bezwzgledny i wzgledny
e Blad bezwzgledny: A, =|z— X |.

Be | a=X |
| z| z U

e Blad wzgledny: €, =

2 Algebra macierzy

Dziatania na macierzach:
e dodawanie/odejmowanie,
e mnozenie (przez liczbe, przez inna macierz).

Wyznacznik macierzy.

Macierz odwrotna.

2.1 Normy macierzy

Dla macierzy jednokolumnowej lub jednowierszowej X okreslamy nastepujace normy:

n
e suma moduléw: | X]||; = Z ||

=1

n

e norma euklidesowa: ||X]||; = Z |z |?

i=1



e norma maksimum: ||X||. = max|xz;|
(2

Dla macierzy prostokatnej A okreslamy nastepujace normy:

e norma sumy kolumn: [[A|j; = | max Z |ai;l

m n
22 layP

i=1 j=1

e norma euklidesowa: ||A|ly =

e norma sumy wierszy: ||A|l. = | max Z |ai;]

3 Uklady liniowych réwnan algebraicznych

n

Zaijxj:bi, dlai:1,2,...,n
j=1

AX =B

Decyzja wyboru odpowiedniej metody zalezy od:
e postaci macierzy A,

e specyfiki zagadnienia, ktore jest reprezentowane przez ukltad roéwnan.

3.1 Podstawianie w przéd

Dla macierzy dolnotréjkatnych:

i—1
bl — Z lij X

xi:L dla i=1,2,...,n

3.2 Podstawianie wstecz

Dla macierzy gornotréjkatnych:

n
bi— > wijx;
j=it1 ‘
T = dla i=nn—-1,...,1
Ugj




Przyklad: Rozwiaza¢ uktad liniowych rownan AX = B, gdzie:

2 —4 10 4
A=|0 4 8|, B=| 16
0 0 -2 —2

réwnanie: =3 x; =b;/a; — x3="bs/azz =1

n 3
réwnanie: 1 =2 s= E aj;Tr; — 8= E A2;T; = A3T3 = &
j=i+1 j=2+1
x;=(b;j—8)/ay — x5 = (by—8)/agg =2
3

n
réwnanie: 1 =1 s= E QT — S = E a1;T; = A12 * T2 + a3 -3 = 2

$1:<bl—8)/an — $1:<b1—2)/a11:1
Rozwiazanie: X =[1, 2, 1]*

3.3 Metoda Gaussa

I. Eliminacja w przod:
W n — 1 krokach o numerach £ =1,2,3,...,n— 1:

) = o el B 4
gdzie:
o
Mg = —
(k)
A,

dla:i=k+1,k+2,....n j=k+1,k+2,....,n.

I1I. Podstawianie wstecz.

Przyklad: Rozwiaza¢ uktad liniowych rownan A X = B, gdzie:

2 —4 10 4
A=| -2 8 —2|,B=]12
1 1 9 12

EtapI e krok k£ =1;
wiersz ¢ =1 [2, —4, 10] [4]
wiersz ¢ = 2, mo1 = CL21/CL11 =-1

11 9 [12
- 1 =2 5] [2]
— [0 3 4] [10]



2 —4 10 4
A=|0 4 8 B=] 16
0 3 4 10
e krok k=2
wiersz 1 =2 [0, 4, 8] [16]
wiersz ¢ = 3, mgy = ass/az = 0.75
[0 3 4] [10]
— [0 3 6] [12]
= [0 0 —-2] [-2]
2 —4 10 4
A=|[0 4 8 B = 16
0 0 -2 -2

Etap II Podstawianie wstecz — poprzedni przyktad dla uktadu z macierzg gérnotrojkatna.

3.4 Metoda Gaussa-Jordana

Uktad réwnan o postaci:

agll)atl + aglz):pg + a%)xg + ... + agln)xn = bgl)
aéll)xl + a%)xg + a%)xg + ...+ aggazn = bél)
agl)x + agz)x + a,(1133$3 + + angn)xn bg)

przeksztatcamy jak napisano ponize;j.

Pierwsze rownanie dzielimy przez a§1>, a nastepnie od i—tego wiersza, ¢+ = 2,3,...,n, odejmujemy

. . . 1 .
wiersz plerwszy pomnozony przez a§1)7 otrzymujac:

r + a(122)x2 + ag)xg + ... + aﬁ)xn = b§2)
ag) Ty + a%)atg + ... + aéi)xn = bgz)
ag)xg + a%)xg + o+ e, = b
Nastepnie drugie rownanie dzielimy obustronnie przez ag) i od 1—tego wiersza, i = 1,3, ...,n, odej-

mujemy wiersz drugi pomnozony przez ag). Po n — 1 eliminacjach otrzymujemy uktad postaci:

czyli gotowe rozwigzanie.



Przyklad: Rozwiaza¢ uktad liniowych rownan A X = B, gdzie A i B sg dane jak w poprzednim
przyktadzie.

Krok 1:
1. wiersz 1 2, —4, 10] [4]/a1; — [1, =2, 5] [2]
a) od wiersza 2 [—2, 8, —=2] [12]
odejmujemy wiersz 1 [1, —=2,5] [2] a1 = [-2,4,—10] [—4]
— [0, 4, 8] [16]
b) od wiersza 3 1, 1, 9] [12]
odejmujemy wiersz 1 [1, =2, 5] [2] -a3; = 1,-2,5] [2]
— [0, 3, 4] [10]
Po 1. eliminacji:
1 -2 5 2
A=|0 48 B=| 16
0 3 4 10
Krok 2:
2. wiersz 2 0, 4, 8] [16]/az — 0,1, 2] [4]
a) od wiersza 1 1, =2, 5 [2]
odejmujemy wiersz 2 [0, 1, 2] [4] a2 = [0, =2, —4] [-§]
— 1, 0, 9] [10]
b) od wiersza 3 [0, 3, 4 [10]
odejmujemy wiersz 2 [0, 1, 2] [4] - a32 = 0, 3, 6] [12]
Po 2. eliminacji:
10 9 10
A=]101 2 B = 4
0 0 =2 -2
Krok 3:
3. wiersz 8 0, 0, —2] [-2]/ass — [0, 0, 1] [1]
a) od wiersza 1 [1, 0, 9] [10]
odejmujemy wiersz 8 [0, 0, 1] [1] - a13 = 10,0,9 [9]
— [1,0,0] [1]
b) od wiersza 2 0, 1, 2] [4]
odejmujemy wiersz 3 [0, 0, 1] [1] - aqs = [0,0,2 [2]
— [0, 1, 0] [2]

Po 3. eliminacji:

1 00 1
A=[(010 B=|2
0 01 1

Po wykonaniu eliminacji wektor B stanowi rozwigzanie.



3.5 Metoda Choleskiego-Banachiewicza
I. Rozklad A = LL™:

k-1
Qi — ) Lip lp
p=1

llck

k—1
ek = 4| (arr — Z l;%p) lir, =
p=1

gdzie: k=1,2,....n; i1=k+1,k+2,...,n.
II. Rozwiazanie uktadu z macierza dolnotréjkatng LY = B — Y (podstawianie w przod).

ITI. Rozwiazanie ukladu z macierza gornotréjkatna UX =Y — X (podstawianie wstecz).

Przyklad: Rozwiaza¢ uktad liniowych rownan A X = B, gdzie:

4 8 —4 —12
A= g8 17 -1 |,B=| —17
—4 -1 57 65
I. Wykonujemy rozktad A = LL":
4 8 —4 lu 0 0 lll lQl l31
8 17 -1 = l21 lgg 0 . 0 l22 l32
—4 -1 57 l31 l32 l33 0 0 l33
a;n = l%l — 111 =2
a1 — lgllll — 121 = 8/2 =4
asi = ls1ln — 31 = —4/2 = -2

a222131+132 %122:\/17—16:1
asy = lg1loy + lzalos — 32 =(—1+8)/1=7

a33:l§1+l§2+l§3 —>l33:\/57—4—49:2

L=

NCRTNE)
)
oo o

II. Podstawianie w przod: LY =B — Y

ITI. Podstawianie wstecz: UX =Y — X



3.6 Metoda Jacobiego
Tworzymy ciag przyblizen ™), 2®, ... wedlug wzoru:

- X az‘jl‘g’k)‘f‘bz‘
G It i=12,....n
Qjj

Przyklad: Rozwigza¢ uktad liniowych rownan A X = B, gdzie:

2 13
1|, B=| 14
5 7

e Sprawdzamy warunki zbieznosci.
e Przyjmujemy poczatkowe przyblizenie x(©) = 0.

e Przyjmujemy kryterium przerwania procesu iteracyjnego, np. sprawdzamy wielkos¢ residuum
E.

1. iteracja k = 0:

Ilfgl) = —(CL12 l’éo) + a13 :vgo) — bl)/an =1.3
2V = — (a0 21 + ag3 2 — by) Jags = 1.4 oraz € = 0.36
xgl) = —(as iﬂgo) + as2 xéo) —bs)/azs =14
2. iteracja k = 1:
o) = —(azad) + az 2l — b)) /an = 0.88
xéZ) = —(as mgl) 1 dos xgl) — by)/ag = 0.87 oraz € = 0.13
xéz) = —(as wﬁ” + a3z xél) — b3)/azs = 0.84
16. iteracja k = 15:
1.00000
x16 = | 1.00000 | oraze =1.10e — 7
1.00000

3.7 Metoda Gaussa-Seidla

Tworzymy ciag przyblizeti 2, 2, ... wedlug wzoru:

i—1 n

(k+1) (k)

=Ygy = > Ty + b

k1 j=1 j=i+1 .

xz(»+): 1=1,2,...,n.
Qi




Przyklad: Rozwiaza¢ uktad liniowych rownan A X = B, gdzie A i B sa okreslone w poprzednim
przyktadzie.

Warunki zbiezno$ci, poczatkowe przyblizenie i kryterium przerwania procesu iteracyjnego przyj-
mujemy jak w poprzednim przyktadzie.

1. iteracja k = 0:

95(11) = _(auzéo) + a13a7§0) —b1)/an =13
a?(zl) _ —(a21x§1) + amzéo) —by)/agy = 1.01 oraze = 0.155
23 = —(an 2V + aznal) — bs)/az = 0.996

2. iteracja k = 1:

:1652) _(a129€§1) + (113:15;(;1) — b1)/an = 0.99980
xéZ) —(agle) + a23x§1) — by)/ag = 1.00046 oraz € = 2.096e — 4
x:(f) = _(a3195§2) + a3295é2) — b3)/azs = 0.99982

4. iteracja k = 3:
1.00000
x® =1 1.00000
1.00000

oraz € = 2.04e — 8

4 Uktady réwnan nad- i podokreslonych

4.1 Podokreslone uktady réwnan

Uktady rownan o macierzach A, «,, gdzie m < n, nazywamy podokreslonymi.
Taki uktad rownan mozna rozwigzaé za przy pomocy metody Gaussa-Jordana.

Przyklad: Rozwigza¢ uktad rownan:

4y + 1629 — 1423 = -8
2.%'1 + 9.%'2 — 8513'3 = -5
416 —14 | 8] f14 35| —2] [1005] 2
2 9 -8 | =5 01 -1 ] —1 01 —1 | —1
T = 2.0 — O5ZE3 Tog = —1.0+ T3

Otrzymane rozwigzanie okresla rozmaitos¢ jednowymiarows czyli prosta nie przechodzaca przez po-
czatek uktadu wspotrzednych.



4.2 Nadokreslone uklady réwnan

Wspélcezynniki nadokreslonego uktadu réwnan A x = b tworza macierz A,,«,, gdzie m > n.
W tym przypadku mozliwe sa dwie sytuacje:

e uktad nie ma rozwigzania — jest sprzeczny,
e uktad ma rozwigzanie — nie jest sprzeczny.

Zastosowanie metody Gaussa-Jordana rozstrzyga czy uktad ma rozwiazanie czy jest sprzeczny.
Jedli uktad jest sprzeczny to mozemy poszukiwaé pseudorozwigzania w sensie metody najmniejszych

kwadratow:
Sx=t

gdzie:
S=ATA t=ATb.

Przyklad: Rozwiaza¢ nadokreslony uktad réwnan:

w

Ty + 22(32 =
—2I1 + 41’2
r, + 2£L'2 = 5

I
W

Stosujemy algorytm Gaussa-Jordana

12| 3 12| 3 12 | 10| 05

24 | 4] >1]08 ] 10— 1| 125 > |01 ] 1.25

125 00 ] 2 00 | 00| 2
—a% =05 a5=125 0=2(I1)

Uktad réwnan jest sprzeczny (0 # 2). Szukamy pseudorozwiazania w sensie metody najmniejszych
kwadratow.

1 2]
T a1 =21 B B 6 —4
S=A A_[Q 42] 2 4 = —4 24
1 2| L
o _
T 1 =21 o
t_A'b_{z 4 2 g T 32

B 6 —4][a] [ O z7 = 1.0
Sx_t%[—4 M}[@]_ 32}%{@:15



