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10 Calkowanie numeryczne

Wzory catkowania numerycznego pozwalaja na obliczenie przyblizonej wartosci catki:

b
1(f) = / f(x) dz = F(b) — F(a)

Podstawiajac w miejsce funkcji podcatkowej f(z) wielomian algebraiczny

otrzymamy tzw. wzér kwadraturowy.

10.1 Kwadratura catkowania
Wzorem kwadraturowym (kwadratura) nazywamy:
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sa tzw. wspoOtezynnikami wagowymi (wagami). Wartosé w; okresla wielkos¢ udziatu rzednej f; =
f(z;) w wartosci catej sumy S(f) .

W zaleznosci od sposobu postepowania przy wyborze potozenia weztéw interpolacji w przedziale
catkowania kwadratury dzielimy na dwie grupy:

1. kwadratury Newtona - Cotesa, wezly sa rozmieszczone rownomiernie w catym przedziale cal-
kowania (zamkniete korce)

2. kwadratury Gaussa, wezly sg rozmieszczone nieréwnomiernie, tak aby zminimalizowaé btad
kwadratury (otwarte konce)



10.2 Kwadratury Newtona - Cotesa
10.2.1 Wzér prostokatow
Po zastosowaniu interpolacji funkcji podcatkowej f(x) za pomoca wielomianu

o(x) = f(xo) = const.

otrzymujemy . .
1(f) = / f() da ~ / f(xo)dr — S(f) = (b—a) f(x0) (1)

W zaleznosci od wyboru potozenia wezta zy otrzymujemy wzory:
a) lewych prostokatéw, gdy zo = a

b) $rodkowych prostokatéw, gdy zo = (a + b)/2

c) prawych prostokatow, gdy xo = b

10.2.2 Wzér trapezéw

Jedli do interpolacji funkeji f(z) zastosujemy interpolacje za pomoca wielomianu liniowego Lagran-
ge’a, to otrzymamy wzor kwadraturowy, nazywany wzorem trapezow.
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10.2.3 Wzér Simpsona

Zastosowanie kwadratowej interpolacji Lagrange’a prowadzi do wzoru:
b
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Ostatecznie kwadratura (wzér) Simpsona przyjmuje postac:

a
6

1(f) = / f@yde — S(f) =" (f(a) +45(c) + b)) (3)

Wzér Simpsona jest rzedu czwartego, co oznacza, ze jest doktadny nie tylko dla wielomianéw stopnia
drugiego, lecz takze dla wielomianéw stopnia trzeciego tzn. [(W3) = S(W3) oraz [(Wy) # S(Wy)
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10.2.4 Zestawienie wspolczynnikow wagowych dla wzoréw Newtona-Cotesa

|n | wy [ w] | wh | wh|w,|wl|m |metoda |
0|1 1 prostokatow
111 |1 2 trapezow
211 [4 |1 6 Simpsona
311 |13 |3 |1 8
417 3211232 |7 90
5119 |75 {50 |50 | 75 | 19 | 288
Wartosci wag w; wystepujace we wzorze:
Tn=b "
1) = [ f@)dex 3w fle) =S() (4)
To=—a i=0
obliczane sg nastepujaco:
b—a ,
w; = w;
m

=4 dla n > 0 oraz z; € (a,b) dlan = 0.

Potozenie weztow mozna okresli¢ na podstawie z; = a + =

10.3 Kwadratury Gaussa

Doktadnosé kwadratury mozna zwickszy¢ rezygnuja z warunku rownomiernego rozmieszczenia we-
ztéw interpolacji. Wartos$ci wag oraz polozenia weztéw catkowania ustala sie tak, aby kwadratura
catkowania przyblizona byta wzorem doktadnym dla jednomianu mozliwie wysokiego stopnia.
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Zwixf:/xkdm, k=0,1,2,...,2n+1
=0 o

W praktyce wagi i punkty Gaussa nie wyznacza sie z powyzszego warunku. Sg one stablicowane dla
rodziny pewnych wielomianéw ortogonalnych (z waga) w przedziale [—1, 1].

’L.p.G.‘n‘@-, i:O,...,n‘wi, i:O,...,n‘

1 0 5() =0 Wy = 2

2 1| &=-1/V3 wo = 1
& =+1/V3 wy =1

3 2 [ & =—v06 wy =5/9
& =0 wy = 8/9
& = +0.6 wy = 5/9

4 3 | & = —0.86113631 | wy = 0.34785485
& = —0.33998104 | wy = 0.65214515
& = 4+0.33998104 | w, = 0.65214515
£ = 4+0.86113631 | ws = 0.34785485




W ogélnym przypadku, gdy liczymy catke z dowolnego przedziatu [a, b], konieczna jest transfor-
macja liniowa miedzy danym przedziatem a przedziatem [—1, 1] tak, aby mozna bylo zastosowaé dane
z tabeli. Wzory na transformacje [a,b] — [—1,1]
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co daje:
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1
oraz wzor kwadraturowy Gaussa:
b
b—a — a+b b—a
dr ~ i i)
[ 1w~ Tt (5 75 )

Przyktad:
Obliczy¢ S(f)

— | flw)

Zastosowa¢ dwupunktowa metode Gaussa (n = 1):

Rozwiazanie:
wo = wy = 1,

b

So=-1/V3,&=1/V3

gdy f(x)=4-23+5-22+1dla a=—-1.0, b=1.0, czyli b—a=2.
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[ e =23° [ 5 ~ 250 Y wis(e) =
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b—a a+b b—a 1 a+b b—a 1
2 [f< 2 2 ﬁ) +f<T 2 ﬁﬂ = 533333
Wyniki dla przedstawianych wzoréw:
Wartos¢ doktadna I(f) = 5.3333
Wzor Posta¢ kwadratury Wartosé
prostokatow:
lewych S(f)=(b—a) f(a) 4
srodkowych S(f)=(b—a) f(4L2) = 2
prawych S(f)=(b—a) f(b) 20
trapezéw S(f) =52 [f(a) + f(b)] = 12
Simpsona, S(f) =% [f(a) +4 f(<2) + f(b)] = 5.3333
Gaussa (2 p.)dlan=1 S(f) =% 21: w; f(&) = 5.3333
=0




10.4 Wzory zlozone (sumacyjne)

Bardzo skutecznym sposobem podwyzszania doktadnosci catowania numerycznego jest dokonanie
podziatu przedziatu [a, b] na podprzedzialty [a;, b;], 7 =1,2,..., N przy zachowaniu zwiazkow:

ay = a, bN:b, bi:ai+17 121,2,,N—1

Teraz mozna zapisac:

/f dx—Z/f () + L) + -+ In() (6)

Do obliczania kazdego sktadnika I;(f) sumy (6) mozna wykorzysta¢ dowolny wzér kwadraturowy.

10.4.1 Metoda lewych, srodkowych i prawych prostokatow
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10.4.2 Metoda trapezow
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10.4.3 Metoda Simpsona

/f(x)dx%%- [(f0+fN)+4<f0|1+f1\2+"'+fN71|N)+2(f1+f2+"'+fN—1)],

przy czym h = (b—a)/N.



10.4.4 Metoda Gaussa
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11 Roézniczkowanie numeryczne

Zadanie rézniczkowania numerycznego polega na obliczeniu wartosci pochodnych k- tego rzedu funk-
cji y = f(x), za pomoca wzoréw przyblizonych tzw. wzoréw réznicowych. Sa to wzory stuzace do
obliczenia pochodnej w wezle i za pomocg znanych wartosci funkcji w innych weztach, np.: mamy
dane wartosci funkeji f(xo), f(x1), f(x2) w réwno oddalonych weztach xg, 1, 2, nalezy zbudowaé
wzory réznicowe do obliczenia pierwszej i drugiej pochodnej w weztach x;,1 = 0,1, 2.

11.1 Rozwiniecie funkcji w szereg Taylora
1

St @)+

1 1
fle+h) = f(@) + hf'(@) + 5h*f"(@) + Sh°f"(x) +
11.1.1 Centralne wzory réznicowe

f{:%(_f0+f2)a {/:%(fo—Qfl—i‘fz)

11.1.2 Tloraz w przéd (zwyktly)

fo= o (Blotafi—F), =3 (o254 )

11.1.3 TIloraz w ty! (wsteczny)

fézi(f0—4f1+3f2)a ;:%(fo—2f1+f2)



