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Konspekt z wyktadu

14 Podstawy statystyki

14.1 Wstep

Statystyka — nauka o metodach badan wtasciwosci populacji (zbiorowosci), ktére mozna wyrazié
za pomocy liczb lub w sposob opisowy.

Gléwnym zadaniem statystyki jest wykrycie prawidtowosci wystepujacych w zjawiskach powia-
zanych z dang populacja.

Zakres zastosowan:

e sposoOb gromadzenia, prezentacji, analizy, przetwarzania i interpretacji danych,
e zrozumienie i klasyfikacja zachodzacych proceséw (zjawisk),

e przewidywanie przyszlych proceséw (zjawisk) i podejmowanie decyzji.
Klasyfikacja danych:

e Dane pierwotne wczesniej nie istnialy i sa zbierane specjalnie dla potrzeb prowadzonego
badania. Zaleta jest ich aktualnos¢ i dopasowanie do celu analizy, a wade stanowiag koszty
(réwniez rozumiane jako czas) pozyskania.

e Dane wtorne istnialy wczesniej i sg przetworzone na potrzeby nowego, innego badania. Zaletg
jest niski koszt ich pozyskania, a wada moze by¢ ich niedopasowanie oraz anachronicznosc.

e Dane wewnetrzne pochodza z organizacji prowadzacej badanie, rowniez na zlecenie.

e Dane zewnetrzne uzyskuje sie ze 7zrodet zewnetrznych, np. krajowych (publikowanych przez
GUS) lub zagranicznych.

Obserwacja statystyczna jest to gromadzenie informacji o wtasciwosciach poszczegdlnych jed-
nostek zbiorowosci, czyli o cechach zmiennych.
Wiyniki obserwacji statystycznej mozna przedstawi¢ w formie:

e szeregbw statystycznych (szereg szczegélowy — uporzadkowany),
e tablic statystycznych (prostych, ztozonych),

e wykreséw statystycznych (punktowych, obrazkowych, powierzchniowych — histograméw, linio-
wych, mapowych ztozonych).



Badanie statystyczne jest to zespot czynnosci zmierzajacych do uzyskania za pomoca metod
statystycznych informacji charakteryzujacych badang zbiorowos¢ statystyczna.
Badanie statystyczne moze by¢:

e pelne — obejmuje cala populacje (zbiorowosé),

e czesciowe — dotyczy wybranej czedci populacji, nazywanej takze proba statystycza, np. wybie-
rani sg tylko studenci.

Zbiorowos¢é statystyczna (populacja) jest to zbiér jednostek statystycznych, ktére nie sa
identyczne, ale stanowig jedng logiczng catosé. Zbiorowosé moze sktadaé sie z 0sob, rzeczy lub zdarzen.
Zbiorowos¢ statystyczna musi by¢ precyzyjnie okreslana pod wzgledem rzeczowym, przestrzennym i
CZasowym.

Cechy statystyczne (zmienne) sa to wlasciwosci, ktérymi poszczegdlne jednostki statystyczne
roznig sie miedzy sobg, przyjmujac odmienne warianty cechy.
Cecha statystyczna stanowi przedmiot badania statystycznego. Wyrédznia sie cechy:

e mierzalne — wyrazone za pomocy liczb:

— skokowe — skonczone, przeliczalne liczby wartosci w pewnym przedziale, np. liczby pra-
cownikéw matych przedsigbiorstw,

— ciggte — nieprzeliczalnie wiele wartosci, np. objetosci zuzytej wody w mieszkaniach osiedla,

— quasi-ciagte (prawie ciagle) — cechy skokowe, ale ze wzgledu na duze liczby wartosci po-
traktowane sa jak ciggte, np. ceny tony stali na przestrzeni piec¢dziesieciolecia,

e niemierzalne (jakosciowe, opisowe) — wyrazone w sposéb opisowy (warianty, kategorie), np.
wyksztalcenie mieszkanicéw kraju (cecha wielodzielna), pteé¢ (cecha dwudzielna).

Rozklad cechy statystycznej stanowi uporzadkowany zbior wartosci cechy z przyporzadkowa-
nymi im liczebnosciami czyli liczba jednostek przyjmujacych dang warto$é¢ cechy. Wyrdznia sie:

e szereg punktowy dla cechy mierzalnej skokowej,
e szereg przedzialowy dla cechy mierzalnej ciggtej.

Rozktad cechy oznacza przyporzadkowanie liczby obserwacji odpowiednim wartosciom cechy
zmiennej. Opis struktury zbiorowosci statystycznej okreslony jest przez parametry (dla populacji)
lub statystyki (dla proby).



Parametry okreslajace charakterystyki liczbowe:

X — badana cecha zmienna,
T — wartos¢ cechy i-tej jednostki w szeregu punktowym,
T — érodki i-tych przedziatow w szeregu przedzialowym,
k — liczba przedzialow,
N — liczebnos¢ populacji,
n; — liczebnosé i-tego przedziatu: > n; = N,
i
n4

fi= NZ — czestosé (frakeje): Z fi=1,

(2

n.

W; = NZ 100%  — wskaznik struktury,
N(z;) = Y. n; - liczebnosci skumulowane,

Jix; <y

F(xz;) = > f; - czestosci skumulowane — dystrybuanta.

Jix; <y
14.2 Miary opisu populacji

Moment zwykly rzedu r dla szeregu punktowego i przedziatowego:
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Moment centralny rzedu r szeregu punktowego i przedziatowego:
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Srednia arytmetyczna jest to suma wartosci cechy mierzalnej jednostek populacji podzielo-
na przez liczbe tych jednostek:

e dla szeregu punktowego:

e dla szeregu przedziatowego:

Srednia arytmetyczna nazywana jest réwniez wartodcig przecietna, wartoscia srednia, wartoscia ocze-
kiwana, nadzieja matematyczna. Inne oznaczenia: F(X), m,m;.
Srednia arytmetyczna stanowi moment zwykly rzedu 1 (my).



Srednia harmoniczna to odwrotno$é¢ sredniej arytmetycznej, obliczonej z odwrotnosci wartosci

cechy:
e dla szeregu punktowego: 1
pg =Ty =N N

e dla szeregu przedziatowego:
g =g =N

Wariancja (dyspersja) jest to srednia arytmetyczna kwadratéw odchylen wartosci jednostek

cechy od wartosci $redniej dla populacji:

e dla szeregu punktowego: |
2 L Ry
e dla szeregu przedziatowego: Lk
o = N Z(@ — 1)’

Wariancja stanowi moment drugi centralny.
Odchylenie standardowe informuje o przecigtnym odchyleniu wartosci cechy od $redniej ary-

o=Vo?

tmetycznej i liczy sie go jako pierwiastek kwadratowy z wariancji:
Asymetria informuje o tym czy i jakie wartosci cechy przewazaja w rozktadzie populacji:

e dla szeregu punktowego: L ; s
M3=N;($i—ﬂ)a 73=;
e dla szeregu przedziatowego:
1 - A 3 3
MsZNZ(ﬂUi—M) N, ’7325

o 13 <0 lub —2 <73 < 0 — rozklad jest lewostronnie asymetryczny,

e 13 =0 lub 3 = 0 — rozklad jest symetryczny,
e 13> 0lub 0 < 3 <2 —rozktad jest prawostronnie asymetryczny.

Asymetria stanowi moment trzeci centralny.



Miara skupienia i odpowiadajacy jej wspotczynnik skupienia czyli kurtoza:

e dla szeregu punktowego:

N
1 4 M4
M4 - N ;(xl /‘1’) ) 74 - (0_2>2

e dla szeregu przedziatowego:

Miara skupienia stanowi moment czwarty centralny.
Kurtoza zwana takze koncentracja oznacza stopien skupienia sie rozktadu wartosci cechy wokot
Sredniej arytmetyczne;j.

e 7, < 3 — rozktad jest sptaszczony,
e v, = 3 — rozktad jest normalny,

e 7, > 3 — rozktad jest wysmukty.

Dominanta D(z) zwana takze moda albo warto$cia modalng jest to warto$¢, ktéra najcze-
Sciej wystepuje (jest najbardziej liczna) w populacji. W szeregu punktowym wyznaczenie dominanty
sprowadza si¢ do jej odpowiedniego wskazania. W szeregu przedziatowym wskazujemy przedziat do-
minanty D(x) i wyznaczamy przyblizona warto$é na podstawie interpolacji liniowe;.

Kwantyle to cata grupa miar, ktore sa pozycyjnymi miarami potozenia. Dziela one uporzadkowa-
na (wedlug rosnacych wartosci cechy) populacje na liczebnie réwne czesci, ktére nazywa sie grupami
kwantylowymi. Wsrod kwantyli wyroznia sie:

e mediana — dzieli populacje na 2 czesci,

e kwartyle — dzielg populacje na 4 czesci,

e kwintyle — dziela populacje na 5 czesci,

e decyle — dziela populacje na 10 czesci,

e centyle (percentyle) — dzielg populacje na 100 czedci.

Najczesciej wykorzystywany kwantyl to mediana M (x), ktéra dzieli populacje na dwie roéwne
czesci, a wiec jest drugim kwartylem populacji. Mediana jest wyznaczana nastepujaco:

e dla szeregu punktowego:
— populacja o liczebnosci nieparzystej: M(x) = T ny1,
2

— populacja o liczebnosci parzystej: M(x) = (x% + xni2)/2,

2

e dla szeregu przedziatowego: N X .

gdzie: m — numer przedzialu mediany, x,, — dolna granica przedzialu mediany, N/2 — pozycja

mediany, Z?:ll n; — liczebno$¢ wszystkich przedziatow poprzedzajacych przedziat mediany,

h,, — rozpietos¢ przedziatu mediany, n,, — liczebno$¢ przedziatu mediany.



14.3 Elementy probabilistyki

Whioskowanie statystyczne to uogélnienie wynikéw uzyskanych z proby losowej na cata popula-
cje generalna przy zatozeniu, ze dobor préoby podlega pewnym regutom obiektywnym. Sprowadza sie
ono do analizy zdarzen losowych.

Zdarzenie losowe to wynik doswiadczenia, ktére moze by¢ wielokrotnie powtarzane i nie da sie¢
przewidzie¢ jego wyniku, a mozliwos¢ zajscia tego zdarzenia okreslone jest przez jego prawdopodo-
bienstwo.

Przyktad: Jednokrotny rzut kostka.

Zdarzenie:

e liczba oczek wynosi 3 — moze by¢ zrealizowane tylko na 1 sposob — zdarzenie elementarne,
e liczba oczek > 4 — moze by¢ zrealizowane tylko na 2 sposoby,
e liczba oczek < 1 — nie moze by¢ zrealizowane — zdarzenie niemozliwe,

e liczba oczek jest parzysta lub nieparzysta — zdarzenie jest zawsze zrealizowane — zdarzenie
pewne.

Zbior zdarzen elementarnych to taki zbior zdarzen, ktore sie wzajemnie wykluczaja oraz wy-
czerpuja wszystkie mozliwosci czyli w kazdym mozliwym przypadku przynajmniej jedno z nich musi
zachodzi¢). Zbiér ten stanowi przestrzen zdarzen elementarnych 2. Zdarzenie losowe stanowi
dowolny podzbiér zdarzen elementarnych.

Dla jednokrotnego rzutu kostka zbior ten wynosi 6 zdarzen elementarnych, a dla dwukrotnego
rzutu kostka (2 rzuty po kolei!) — 36 zdarzen elementarnych.

Jezeli przestrzen zdarzen elementarnych € jest skonczona i sktada si¢ z n elementéw, natomiast
zdarzenie A sklada sie z m zdarzen elementarnych (jednakowo mozliwych) to prawdopodobienistwo
zdarzenia A:

Zmienna losowa X — odpowiednik pojecia cechy statystycznej i jednoznaczna funkcja, ktora
przyporzadkowuje wartosci liczbowe = zdarzeniom elementarnym (wynikom do$wiadczenia losowego)
w, a wiec przeksztalca przestrzen zdarzen elementarnych €2 w przestrzen liczb rzeczywistych R.

Dzieki wprowadzeniu pojecia zmiennej losowej X, prawdopodobienistwo zdarzenia P(A) mozna
zastapi¢ prawdopodobienistwem P(z) przyjecia przez zmienng losowa okreslonej wartosci « ze zbioru
X. Zmienna losowa i rozklad jej prawdopodobienistwa pozwalaja zapisa¢ pewne procesy (zjawiska)
w postaci modeli matematycznych.



Zmienng losowa:

e okreslamy dla argumentu w postaci zdarzenia elementarnego w,
e zapisujemy bez argumentu jako X, zamiast X (w),

e oznaczamy tylko duza literg czyli X,Y,... .

Zmienna losowa moze by¢ typu:

e skokowego (dyskretnego) — przyjmuje tylko przeliczalny zbiér wartosci (czyli zmienia sie sko-
kowo): z;, P(x;),

e cigglego — przyjmuje dowolne wartosci z przedzialu zmiennosci (czyli zmienia sie w sposéb

ciagty):

M) e N — e

x, P(xg < X <wmo+Az), P(z;) =

gdzie: n(z;) — liczba zdarzen, ktérym przypisana jest zmienna x;, N — liczba wszystkich zdarzen.

14.4 Rozktady zmiennej losowej

Funkcja rozkladu prawdopodobienstwa (inne nazwy: rozktad prawdopodobienstwa, funkcja

prawdopodobienistwa ) odnosi si¢ tylko do przypadku zmiennych dyskretnych.
Jezeli x1, 9, -+, x, -+ jest skonczonym lub przeliczalnym zbiorem wartosci zmiennej losowej X

to funkcja
PX =z;)=P{w: X(w) =2;}) =plx;) =p; >0

przyporzadkowuje temu zbiorowi odpowiednie prawdopodobienstwa pq, po, -+ , Pk, - - -, gdzie:

Zpizl dla i € N

Funkcja gestosci prawdopodobiennstwa — prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa trafi do
przedzialu x1, x5 jest rowne polu pod krzywa gestosci miedzy punktami z1, xo:

/‘T2 f(zx)dxr = P(x; < X < x9)

f
()

X X2

Wrhasciwosei funkeji gestosci prawdopodobienstwa:

e f(z) 20,

+oo
e f(z) jest unormowana tj. f(z)de = 1.

— 00



Dystrybuanta F(x) stanowi prawdopodobiefistwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie wartosé
mniejszg od x.

Dystrybuanta zmiennej losowej typu skokowego:

Po)= P(X <2) = Y P(X=2) = Y

z; <z x; <x

Dystrybuanta zmiennej losowej typu ciggtego:

F(z)= P(X < 12) = / F(#)dt
e 0<F(zr)<1 i F(z) jest niemalejaca funkcja,

° P(l’l §X<1'2) :F(l’g) —F(xl), r1, T € R,

o F(—o0) =lim, , o F(x)=0 1 F(+o0)=1lm, 1o F(z) =1,

e [ f(t)dt = F(+00) — F(—o00) = 1.

—00

14.4.1 Rozklad dwumianowy (Bernoulliego)

Zmienna losowa skokowa X przyjmuje wartosci, ktére sa liczbami catkowitymi nieujemnymi k €
{0,1,2,...,n—1,n}.

Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa jest okreslona nastepujaco:

gdzie: p € (0,1) jest ustalone, ¢ = 1 — p, n € N. Otrzymujemy prawdopodobienstwo uzyskania k
sukcesow w n probach.

Dystrybuanta:

=Y Pu(k) = i (Z)pkq”"“

k<x k<x



Przyktad:

Dos$wiadczenie polega na trzykrotnym rzucie moneta. Zmienna losowa X jest liczba wyrzuconych
ortéw i moze przyjmowaé wartosci k =0, 1,2, 3.

Zbioér zdarzen | Liczba | Prawdopodobienstwo
elementarnych | ortéw k | P(X = k)
(R,R,R) 0 1/8

(R,R,0), (R,0,R), (O,R,R) 1 3/8
(R,0,0), (O,R,0), (O,0,R) 2 3/8
(0,0,0) 3 1/8
Dystrybuanta:
0 dla <0
% dla 0<z <1
Flz)=q4% dla 1<z<2
g dla 2 <z <3
\1 dla z >3
1 1 _—
7 —0
8
; o
8
5 I l D
- T o - T
o 1 2 3 o 1 2 3

Funkcja prawdopodobienstwa i dystrybuanta.

14.4.2 Rozklad normalny (Gaussa)

Najwazniejsze rozktady zmiennej losowej typu ciggtego:
e Rozklad jednostajny

¢ Rozklad normalny (Gaussa)

Rozktad log-normalny (logarytmiczno normalny)

Rozklad Gumbela

Rozklad Weibulla



Gestosé rozkladu normalnego (rozktadu Gaussa) wyznacza funkcja:

z—p)? T —
f(q;) = 1 ef('zgg) = 1 efé(TM)Q

vV 2ro? oV 2T

gdzie p,0 € R, o > 0 sa ustalonymi parametrami, ktore okreslaja odpowiednio potozenie srodka
(przesuniecie krzywej) i szerokosé (smuktoéé) krzywej Gaussa. Wartos$é funkeji gestosci jest niezerowa
dla dowolnego .

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad normalny wéwczas méwimy, ze jest normalna zmienng loso-
wa. Rozktad Gaussa oznaczamy N (u, o).

Dystrybuanta F'(z) dla rozktadu normalnego:

1 x
F(z) = / e
oV2T J -

f(x) F(z)
1

(5% dt.

=

- T - T
w—o b u+o H

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanta.

W praktyce mozna zalozy¢, ze dane statystyczne maja rozklad normalny, mimo, ze przedziat
zmiennych losowych dla funkeji gestosci f(z) nie jest ograniczony. W rzeczywistosci dane cechy sa
ograniczone, ale rozktad normalny daje wystarczajaco dobre przyblizenie do oszacowania przedziatu
ufnosci:

e 68% wartosci cechy lezy w odleglosci o od wartosci Sredniej p,

e 95.5% wartosci cechy lezy w odleglosci 2 0 od wartosci sredniej p,

e 99.7% wartosci cechy lezy w odlegtosci 30 od wartosei $redniej .
Ostatnia wtasciwo$¢ jest nazywana regulg trzech sigm.

Przedzial ufnosci z prawdopodobienstwem 95% (np. potrzebny do wyznaczenia wytrzymatosci
gwarantowanej betonu na $ciskanie) zawiera sie w [ — 1.95996 o, 11 + 1.95996 o].
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