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4.1. Generowanie gwiazdy P.Plucinski, S.Milewski
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4.1. Generowanie gwiazdy

P.Plucinski, S.Milewski

Generowanie gwiazdy réznicowej - Przyklady

e Interpolacja i rézniczkowanie — Przyktad 1
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e Zgodnos¢ jednomianéw — Przyktad 2
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4.1. Generowanie gwiazdy P.Plucinski, S.Milewski
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e Metoda wspotczynnikow nieoznaczonych — Przyktad 3
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4.1. Generowanie gwiazdy P.Plucinski, S.Milewski
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e Metoda wspotczynnikow nieoznaczonych — Przyktad 4a
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4.1. Generowanie gwiazdy P.Plucinski, S.Milewski
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4.1. Generowanie gwiazdy
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4.1. Generowanie gwiazdy
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4.1.

Generowanie gwiazdy P.Plucinski, S.Milewski
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P.Plucinski, S.Milewski
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Generowanie gwiazdy

P.Plucinski, S.Milewski
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4.1. Generowanie gwiazdy P.Plucinski, S.Milewski
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4.1. Generowanie gwiazdy P.Plucinski, S.Milewski
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4.1. Generowanie gwiazdy P.Plucinski, S.Milewski

e Skladanie operatoréw — Przyktad 8
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4.2. Generacja réwnan dyskretnych (réznicowych)

P.Plucinski, S.Milewski

82u7;7j 82um‘

Ox? 0y?

2 2
0% u, U1 — 2Uij + Uig1 9 U|  Uig—1 — 2U4 5+ Uiy
ox2 lig 12 7 a2 lid 2

Aum = VZUZ'J =

Uij—1 = 2Uj 5+ U1 Uiy + Uip1j + U1+ Ui — dugg

Au, o = Wil = 2y Ui
" h2 h2 h2

(Dij+1

h
h_ 7 h .
O——)—0O
Z'lvj »J Z+1,]
h

@i,j—l
4.2. Generacja réwnan dyskretnych (réznicowych)

Lu=fdlaPe -
{gu:gdlapem u=u(P)

Kolokacja w weztach

Eui:fi dla PiEQi o :
0 { Gui=g; dla P, e 0 " u(Fy)
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4.3. Uwzglednienie warunkéw brzegowych P.Plucinski, S.Milewski

4.3. Uwzglednienie warunkéw brzegowych

Operator budowany tylko na weztach wewnetrznych

Operator budowany na weztach wewnetrznych
z wykorzystaniem uogélnionych stopni swobody

Operator budowany na weztach wewnetrznych
i zewnetrznych ,fikcyjnych” wezlach
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4.4. Zastosowanie MRS (lokalnego) P.Plucinski, S.Milewski

4.4. Zastosowanie MRS(lokalnego)
e Zginanie belki swobodnie podpartej - Przyktad 10

q() Vi—1 h h Vi+1

1+ 1

g
@)
[S—
@@)s
O

] Vi1 — 20 + Vip1
, v = 2

/!

_pﬁ?
[\
(GV)
i

&2‘

Sformulowanie matematyczne - R6wnanie ré6zniczkowe zwyczajne II rzedu

d%v M(x)
== =0 =0
1 1,
M(x) = iqlx - 54 dla g = const

Zamaana pochodnych Scistych na numeryczne

dla wezta i = 2,3,4 : it 2}:; T f(z)
zapis tradycyjny

=0

711\—21)2 + v3
()

Vo — 203 + vy

—w @

=0

v3 — 2v4 + 7}5\
BT )

zZapis macierzowy

1 0 0 0 077, 0
1l =2 1 9 0

2 hZ B2 v f(x2)
0 4 7 @ O vg | = | f(xs)
0 0 % 32 5 || w f(z4)
0 0 0 0 1 Us 0
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4.4. Zastosowanie MRS (lokalnego) P.Plucinski, S.Milewski

e Zginanie wspornika - Przyktad 11 — wariant I: wezel fikcyjny

8 ------- 1 2 3 4
! v = =gk =

Sformulowanie matematyczne - R6wnanie ré6zniczkowe zwyczajne II rzedu
d?v M(x)
a2 f(z) =— Bl

M(z) =—P(l — )

v(0)=0, V(0)=0

Zamiana pochodnych Scistych na numeryczne

) Vi—1 — 2v; + V41
dla wezla i =1,2,3,4: — h; ax = f(x;)
Uklad réwnan
- =1 1 N .
3 0 o 0 0 O o 0
0 1 0 0 0 0 vy 0
Bk o000l | se-p
0 7 # 722 0 0 || v flz2) = 454
o 0 g koo ffor| | =12
REFI A N NP
1 PI3 0 7 Pl? 7 PI? 11 P
Vo = Vo) —= — —— V1 = Vy — — —— Vpy == — — Vg — — —
0T 2T Err YT P T GBI’ YT 32EIN 0 32FEI

e Zginanie wspornika - Przyktad 11 — wariant II: ulepszony operator brzegowy

lp dla i=1
5 vl = 0

ﬁl 2 3 4
! ‘ 1"

2 27 1 2
| V) =—zv1—3 V) +zve = f(71)

a‘

=0

Sformulowanie matematyczne - R6wnanie ré6zniczkowe zwyczajne 11 rzedu
d?v M (x)
a2 W=

M(x)=—P(l—z)

v(0) =0, v'(0) =0
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4.4. Zastosowanie MRS (lokalnego) P.Plucinski, S.Milewski

Zamiana pochodnych Scistych na numeryczne

Vi1 — 2v; +v;
dla wezta i = 2,3,4: 1 P

Uktad réwnan
1 0 0 0 O vy 0
22 0 0 0f|n| | fe=2
ooz 000 || |=| fl2) =G5
0 7z 7 a2 O || va| | flzs) =357
o 0 & o pllel Lieo-14
1 P® 7 PP 7 PP 11 PP
vy =0, vo =

32kl T 6Bl T 32E T R2EI

e Zginanie belki — Belka statycznie niewyznaczalna — Przyklad 12

Sformulowanie matematyczne - R6wnanie ré6zniczkowe zwyczajne IV rzedu

do(z) _ py(z)

dzt EI

+ warunki brzegowe.

Zamiana pochodnych §cistych na numeryczne

' Dy,
Vig — 4vi 1 +6v; — dvigy +vie = bi, by =h'- ﬁ

Funkcje ”wtérne”: moment zginajacy M (z) oraz sila poprzeczna T'(x)

d?v(z)
dz? 7’

d3v(z)

M(z) = —EI 3

T(x) = —EI

Zamiana pochodnych $cistych na numeryczne (gwiazda pieciowezlowa)
—v;—2 + 16v;—1 — 30v; + 16v; 41 — vi42
M(x)=—FI
(=) 1252

—Vj—2 + 20;1 — 20;41 + Vi
T =—-FT
(z) 213

6kN /m
4kN/m / 20kN

§rm S

| 0.2m L0.2111 L0.2111 L0.2111 LO.Qm |
\ t t t t \

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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4.4.

Zastosowanie MRS (lokalnego)

P.Plucinski, S.Milewski

Roéwnanie réznicowe dla punktéow i = 0,1,2, 3,4, 5:
l-viog—4-vi_1+6-v;,—4-v41+1 vi42= py(mi)b gdzie b= h4/(EI)

Warunki brzegowe:

Uklad ré6wnan MRS:

dla z =0: v =0 T=0
1=0: 1v9—-—8v_1+8vi—1v=0|-1ve9+2v_1—2v1+1v5=0
dlaxz=1L: v=0 v =0
1=25: vy =0 lvg—8wvs+8vg—1v7=0
P
L mme
dx dx dx dx
f————— fp———
P=gd ] P 100
— = = —— — =
¢ax=4q dr 0.2

1. 1'v9—-8-v_1+8-v1—1-v12=0

2. —1weo+4+2-v1—2-v14+1-v9=0

3. 1 vo9—4-v_14+6-v9—4-v1+1-vy=4>

4. 1-v_1—4-v9g +6-v1—4-vo+1-v3=25b

5. 1-vg —4-vy +6-v9—4-v3+1-v3=23b

6. 1-v7 —4-v9 +6-v3—4-v4+1-v5=0

7. 1-v9 —4-v3 +6-v4—4-v5+1-vg=100D

8 1l-wg —4-vg4 +6-v5—4-v5+1-v7=0

9. 1-v5=0

10, 1-v3—8-v4+8-v6—1-v7=0

2(-1/0|1]2|3[4|5|6|7
whb 11-8 8 | -1 V-2 0 0.2102
i=0||-1|2 21 V-1 0 0.2598
0 11416 -4]1 Vo 4 0.2775
1 11-416|-4]1 v1 5 0.2598
2 11416 1-4|1 vl 3 0.0016 0.2102 1
3 1] 4f6 |41 Tw| | o |TET TV 7| 0a3e | EI
4 11-416|-4]1 V4 100 0.0642
5 11416141 Vs 0 0
wh 1 (& 0 0.1229
i=5 1]-8 8 | -1 vr 0 0.6090
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4.5. Problem stacjonarnego przeplywu ciepta w 3D P.Plucinski, S.Milewski

Wykres ugiecia dla F1=10kNm?

1072
I
0 - ]
1 - ]
g
>
B0
5
2 |
—e— 5 podprzedzialéw
—=— 10 podprzedziatow
3L —e— 20 podprzedziatow | |
——40 podprzedziatéw
| | | | | | | | | | |

-01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1

4.5. Problem stacjonarnego przeplywu ciepta w 3D

Gesto$¢ strumienia przeplywu ciepla q

gn = an

‘q\}—‘v
zimno ciepto

Prawo Fouriera - opis ruchu cieplta przez przewodzenie

q=-DVT
gdzie:
— wektor gestoéci strumienia przepltywu ciepta: q = {q, ¢y ¢.} [W/m?|
kt dientu t tury: VI = oT o1 o1 [°K/m]
wektor gradientu temperatury: =\ 3z 9y o m

— macierz przewodnictwa cieplnego: D = {k;;} [W/(m °K)]

Gestosé strumienia wzrasta ze wzrostem gradientu temperatury.
Ciepto ptynie od wyzszej do nizszej temperatury
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4.5. Problem stacjonarnego przeplywu ciepta w 3D P.Plucinski, S.Milewski

Bilans cieplny dla stacjonarnego przeplywu ciepla

Iloéé ciepla generowanego = ilo$¢ ciepta wyplywajacego

/de:/qndS, Vx eV
14 S

gdzie f — ilo§é ciepla dostarczana cialu na jednostke objetosci i czasu [J/(m3s)=W /m?]

Wykorzystujac twierdzenie Greena—Gaussa—Ostrogradzkiego o catkowaniu przez czesci

0qx  Oqy, Oq.
/qndSz/andS=/diquV=/ Ko | My | T gy
s s 1% v | Oz oy 0z

| sav = [ divadv = [ ¥Tqdv, vxev = Vig-f, vxev
14 14 14

Roéwnanie przewodnictwa
VIDVT)+f=0, VxeV

+ warunki brzegowe
T

h=q n=gq na Sq— naturalne w.b.(Neumanna)

na St— podstawowe w.b. (Dirichleta)

Il
~)

St Sy

Dla materialéw izotropowych macierz D przyjmuje forme D = kI

0*T T 9*T f ) o
Z =0 — réwnanie Poissona

Ox? + Oy? + 022 + k
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4.5.

Problem stacjonarnego przeplywu ciepta w 3D

P.Plucinski, S.Milewski

Dla materialéw izotropowych bez zrédtla ciepta

O*T 9T 82T_0

Ox? + Oy?

+ 072

e Stacjonarny przeptyw ciepta — Przyktad 13

— réwnanie Laplace’a

— AT a2T+82T I wxeA
= — - = — %, (=
922 " 9y? k X
+ warunki brzegowe
Gn = an = é\ na Fq
T=T na 't
Operator w wezle ,,0”
OF:: I
T To
ATy = V?Ty =
h 0 07 Da? 0y?
h h
(3 o” (;) x L — (T + Ty + Ty + Ty — 4Th) 25
h
@ e
x
- T = 20 °C O Materiat izotropowy
_ I J
} 19 20 215 ky = ky = k = T2—
- — s e .
— | _ N Intensywno$¢ generacji ciepta
L 0,13 ot 194, =10 Q ° na jednostke grubosci
< (1,2) 16 1718 fz,y) = (202 — 30y + 10) -5
— O
I °
= (o 5 5 - N = modul siatki
o (171) (271) (331) (471) I h=1m
& wezty wewnetrzne: 8,9,10,11,14
4 ot = . ot o> 6 wezly brzegowe: 1-6,7,12,13,15-21
T =10°C y
2 m 3 m
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4.5.

Problem stacjonarnego przeplywu ciepta w 3D

P.Plucinski, S.Milewski

Poczgtkowa postaé ukladu réwnan (21x21)

[0000000000000000000007
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000
000000000000000000000

1000000000000000000000 |

o eNeBeoleoleoBolBoBeloBeoBeoloNeoBeoNoNel ol eNe o)

19 20 21

13 14 15
® S O

16 1718 Réwnanie dla wezta 8
2
Jl0 1112 To+To+Tia+Tr—4Ts=—f (28, ys) = = 0

1 2 4 5 6

® S o
Yy
x
19 20 21
13 14 15
® S o
16 1718 Réwnanie dla wezta 9
2
47 8 10 1112 73—%7304—7154—7§——415::-jf(xg’yg)%; ::__%9
o—o—0

1 2 4 5 6

® o o o
Y
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4.5. Problem stacjonarnego przeplywu ciepta w 3D P.Plucinski, S.Milewski

Roéwnanie dla wezta 10
2
T4+T11+T16+T9—4T1o=—f(a:lo,ylo)% = —%

1 2 3 4 5 6
[ @ @ @
Yy
x
@
16 1718 Réwnanie dla wezta 11
2
78 9 10 11 12 Ts+Tio+Ti7+T0— 4T =—f @11, y1) e = — %L
1 2 3 4 5 6
@ @ @ @
Y
X
13 14 15
[ @
16 LA Réwnanie dla wezta 14
2
L7 8 9 o 112 Ts+Ti5+To0+T13— AT =—f @14, y1a) - = 2
1 2 3 4 5 6
[ @ @ @ @
Y
x
@
16 17 18

warunki brzegowe
7 8 9 Q0 1112 TW=T=13=T1T,=T5 =1 =17 = T2 =113 = 10
Tis =T =T17 = Tig = Tig = Tog = T = 10
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P.Plucinski, S.Milewski

Brzeg krzywoliniowy

4.6.
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Il
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T 1
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Brzeg krzywoliniowy

4.6.

MRS dla siatek nieregularnych

MRS klasyczna

Bilans MRS i MES

4.7.

MRS

2025

4.27



5. Bezsiatkowa metoda réznic skonczonych

P.Plucinski, S.Milewski

Zalety:

MES

Najstarsza metoda komputerowa
FLatwosé implementacji
Istnienie wersji lokalnej
Latwa generacja siatki

Dydaktyczny charakter

Zalety:

Najbardziej powszechna metoda kompu-
terowa

Podstawa programoéw komputerowych
Szerokie pole zastosowan

Ogromna biblioteka elementéw skonczo-
nych

Duza doktadnosé rozwiazania

Wady:

Trudnosci przy brzegu zakrzywionym
Nie mozna przeprowadzi¢ adaptacji

Nie mozna lokalnie zageszczaé siatki (na-
roza, obciazenie skupione, ...)

Trudna do automatyzacji

Wady:

Klopotliwa generacja siatki dla obszaréw
o skomplikowanej geometrii

Malo efektywna przy czestej przebudowie
siatki

Trudnos¢ w uwzglednieniu nieliniowosci
geometrycznych (duze przemieszczenia,

)

Trudnosci w analizie ruchomego brzegu,
rozwoju szczeliny

Zjawisko blokady

5. Bezsiatkowa metoda réznic skonczonych

Siatki nieregularne

siatka regularna w podobszarach

4.28
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5. Bezsiatkowa metoda réznic skonczonych P.Plucinski, S.Milewski

siatka nieregularna rzutowana
z siatki regularnej

dowolnie nieregularna siatka

Bezsiatkowa (Uogélniona) Metoda Réznic Skonczonych (BMRS)

Cechy metody

e Dowolnie nieregularne chmury puntéw. Wezly niepowiazane ze sobg zadna struktura typu siatka

regularna lub element

e Kazdy wezel moze by¢ usuniety, dodany, przesuniety (adaptacja typu h, obciazenie skupione, szcze-

lina, ruchomy brzeg, ...)
e Zamiana operatoréw rozniczkowych na réznicowe

e Aproksymacja lokalna jest oparta na grupie weztéw, dokonywana metoda najmniejszych wazonych
ruchomych kwadratéw (Moving Weighted Least Squares)
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5.1. Generacja wezltéw P.Plucinski, S.Milewski

Algorytm metody BMRS

1. Generacja wezléw
2. Podzial podobszaru — Topologia

e wielokaty Voronoi

e trojkaty Delaunaya
3. Generacja gwiazd - sasiedztwo weztowe
4. Generacja wzoréw réznicowych — Aproksymacja MWLS
5. Calkowanie numeryczne (dotyczy wariantu wariacyjnego metody)
6. Uwzglednienie warunkéw brzegowych
7. Generacja rownan réznicowych

e kolokacja (dotyczy wariantu lokalnego metody)

e minimalizacja funkcjonatu lub réwnanie wariacyjne (dotyczy wariantu wariacyjnego metody)
8. Rozwiazanie uktadu réwnan

9. Postprocessing

5.1. Generacja wezléw

Y o o
o © o o
° o e °
(°] ) ) d © © )
@ o o ° e o ° o 9]
e o
e o
o © ® R o . e ° o
e
© 1) ° e © ° 9]
e
® o
© o
e o e o ° ®
e o o
o e o o
e o
° o o . ®
(9}
Kryterium generacji

el

P Pmax -
gdzie p funkcja okreslajaca gestosé siatki
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5.2. Podzial obszaru — Tessalacja Voronoi P.Plucinski, S.Milewski

\

|

(¢]
XX

T
5.3. Polaczenia ﬂ@[ &%@&iﬁr -
NSV IS A




5.5. Aproksymacja MWLS - idea 1D P.Plucinski, S.Milewski

Optymalna selekcja gqwiazd roznicowych
Kryteria selekcji:

sasiadéw Voronoi Hkrzyza”

5.5. Aproksymacja MWLS - idea 1D

N aproksymacja globalna

’
‘omn

ruchoma lokalna aproksymacja

Aproksymacja lokalna 1D - zapis tradycyjny (wielomianowy)

p+1
u(z, o) = a1 + az(x — x9) + as(x — x0)2 +-Fapri(r —x0) = Z a;(x — xo)"~
=1

1

a; — matematyczne stopnie swobody
p — stopien aproksymacji

Aproksymacja lokalna 1D — zapis bezsiatkowy (rozwiniecie w szereg Taylora)

du h? d%u hP dPuy P pidiu P pi (i)
= h— - it —— = E — = E =
u(z, zo) = up + da|,_,. + 2 dx? — + p! dap R e ! dxt R 7! Yo
du (i) .
h =z — xo, . = - fizyczne stopnie swobody
d:L‘/L =0
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5.6. Aproksymacja MWLS P.Plucinski, S.Milewski

Funkcje wagowe

w(x —z9) = f(d), d= ||z — x| powszechnie stosowane

Klasyfikacja funkcji wagowych

nosnik nieskonczony nosnik skonczony
(wygodne dla obliczen) (wygodne dla mate-
matycznych dowodéw)
1
W(d hH—p Ste w(d) - hitp—s4e

osobliwe /
interpolacja 2
nieosobliwe / \
wygladzanie 2a

5.6. Aproksymacja MWLS

Wazona funkcja btedu

p hifs

m Ns 2 2
i) () 1
J = ;};[(Z Z_S)|Uo U, ) <h]1+p—s> 1

1=S8
gdzie

e p — stopien aproksymacji

e j — numer wezla dla ktérego zastosowano rozwiniecie w szereg Taylora

e s — typ uogdlnionego stopnia swobody, np. s =0 = uj,s =1 = u}

e m — liczba typéw uogélnionych stopni swobody, np. m = 0 = u;; m = 1 = uj;, u;

e ng = [ng,ni,...,ny] — liczba stopni swobody danego typu dla ktérych zastosowano rozwiniecie w
upup M0 u1, U g U
szereg Taylora, np. O—O—O b ng=2,n; =1

Minimalizacja btedu

oJ 0
8u(()t) B
gdzie
. (()t) d—“ poszukiwane pochodne ¢ w wezle/punkcie xg
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5.7. Aproksymacja MWLS — Przyklady P.Plucinski, S.Milewski

5.7. Aproksymacja MWLS — Przyklady
e Przyktad 14

w 2h s 2h U4

O

© &
@)

Zaltozenia: p =2, m =0,ng =4
Szukane: wu( 1 u(
Rozwiniecie w szereg Taylora wartosci funkcji w weztach wzgledem ug

(3h)2 "
2

U’O

U = ug — 3hu6 +
h2
Uy = ug — hu) + ?ug
h2
a3 = ug + huj) + ?ug

3h)?
U4 = ug + 3hug + ( 2) ug

Budowa funkcji bledu
- ) 1 2 - ) 1 2
J = (U1 —u1) ((3]1)”20) + (42 — ug) <h1+20> +
- ) 1 2 - ) 1 2
+ (U3 — u3) <h1+2—0> + (g — ug) ((3h)1+2—0>

(3h)? 1 h? 5 1

J = (ug — 3hu(, + 5 ugy — ul)QW + (up — hu( + 2 U ~ u2) ﬁ—k
h? 1 3h)? 1
+ (uo + hug + ?ufj - u3)2ﬁ + (uo + 3huj + (3h) uf — ug)? 3070
Minimalizacja funkcji bledu
oJ oJ
ouy ol
oJ (3h)* 1 h? 1
811,6 = Q(UO — 3hu6 + 9 ug — ul)m(—?)h) + 2(”0 — huf) + ?Ug — ’LLz)ﬁ(—h)—F
h? 1 (3h)2 1 243h°
+ 2(uo + hug + ?ug — u;),)ﬁh + 2(up + 3hug + ul — uy) 729h63h =0/ - 5
aJ (3h)? 1 (3h)? h? 1 h?
ol = 2(up — 3hu(, + 5 ugy — u1)729h6 - + 2(ug — huj + ?ug — UQ)E?—F

h? 1 h? (3h)2 1 (3h)?
+ 2(up + hug, + ?uf)’ - u?,)ﬁ? + 2(ug + 3hug + 5 ug — m)m 5 = 0/ -81n1
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5.7. Aproksymacja MWLS — Przyklady P.Plucinski, S.Milewski

3h)? h?

— (up — 3hug + (3h) u( — uy) — 243(ug — huf, + ?ug — ug)+

h? 3h)?

+ 243(uo + hug + ?ug —ug) + (up + 3huj, + (3h) uy —ug) =0
3h)? h?

(ug — 3hu(, + (3h) u( —uy) + 81(ug — huj) + ?ug —uz)+

h? 3h)?

+ 81(ug + huj + ?ug —ug) + (ug + 3huj + ( 2) U — ug) =

Rozwigzanie ukladu rownan

492hu6 = —uy — 243ug + 243usg + uy
90h2u8 = uq + 8luo — 164ug + S8lug + uy

—uy — 243us + 243us3 + uy

2 —
to 492h
nult 8luo — 164ug + 8lus + uy
U = 90h?2
e Przyklad 15
u1 2h U2 h 0 ho " 2h 5
O o ©

Zalozenia: p=1, m=0,n9g =4
Szukane: wug i ug

Rozwiniecie w szereg Taylora wartosci funkcji w weztach wzgledem ug

Uy = ug — 3hu6
U = Uy — huf)
U3 = uo + hu,

Uy = Ug + 3hu6

Budowa funkcji bledu

J = (1 — uq)? ((3h)11+1—0>2 + (@2 — u2)® <h1+11—0>2+
1

+ (3 — u3)? (hmo>2 + (g — uag)? <(3h)11+10>2
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5.7. Aproksymacja MWLS — Przyklady P.Plucinski, S.Milewski

2 1 2
7= g =3y =) (g )+ (0= = wa)* () +

1\? I
+ (U() + huf) - U3)2 <h2> + (UU + 3hu6 — U4)2 <(3h)2>

Minimalizacja funkcji bledu

oJ oJ
oug oul
0J 1 1
TUO = 2(71/[) — 3]’2;71/0 — Ul)@ + 2(71/() — hU6 — U2)ﬁ+
1 1 81h*
+ 2(ug + hug — u;ﬁﬁ + 2(ug + 3hug — u@w = 0/ g
0J 1 1
aul = 2(up — 3huj — UI)W(_gh) + 2(ug — huf, — uﬁﬁ(—h)—l—
1 1 27h?
+ 2(ug + huj — u;;)ﬁh + 2(uo + 3hug — u4)@3h = 0/ T

(ug — 3hufy — u1) + 81(ug — huf, — ug) 4+ 81 (ug + hugy — ug) + (ug + 3huy —ug) =0
—(up — 3hufy — uy) — 27(up — hufy — ug) + 27(uo + hufy — uz) + (vo + 3hu —ug) =0

Rozwigzanie uktadu réwnan

164ug — u1 — 8lug — 8lug —uyg =0
60hu6 4+ ui +27us — 27Tug —ug =0

u1 + 8lug + 8lus + uy
164

—up — 2Tug + 27us + uy
60h

uy =

!/
“’0 —
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5.7. Aproksymacja MWLS — Przyklady P.Plucinski, S.Milewski

e Przyktad 16

Zaltozenia: p=1, m=1,n9g=2,n; =2
Szukane: wup i wug

Rozwiniecie w szereq Taylora wartosci funkcji w weztach wzgledem g

) = ug — hu, s=0
Uy = ug + huy), s=0
) = g, s=1
Uy = g, s=1

Budowa funkcji bledu

2 1 2 2 1 ?
J = (ﬂl - U1) <hl+1_0) + (a2 - UQ) (hH'l_O) +

1\2 1\2 1\2 1\?
J = (ug — hup, — up)? (iﬂ) + (ug + hufy — ug)? <h2) + (up — uj)? (h) + (ufy — ub)? ( )

Minimalizacja funkcji bledu

oJ B 0J _0
OUQ 8u6
oJ 1 1 Rt
o = 2(ug — hug — Ul)h4 +2(uo + hug — U2)ﬁ = 0/ D)
0J 1

1
ol = 2(up — huj — ul)h4 (—h) + 2(up + hu(, — ug)ﬁh—i—

1 1 h3
+ 2(uf — Ufl)ﬁ + 2(uf, — ué)ﬁ = 0/ .
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5.7. Aproksymacja MWLS — Przyklady

P.Plucinski, S.Milewski

(up — hul, —uy) + (up + hul, — ug) =0
—(ug — hug —uy) + (ug + hufy — ug) + h(uf, — u}) + h(uj — uy) =0

Rozwigzanie ukladu rownan

2’(1,0 — Ul — U2 = 0

4hu6+u1—u2—hu/1—hu/2:0

U1 + u9
un =
0 2
= Tutue huly + hub,
0 4h
Aproksymacja MWLS - 2D
Funkcja wagowa
_ 1 _
w(d) T dlFpr—s4e T (\/h2+k2)l+p—s+€
T
Aproksymacja lokalna 2D
( ) +hdu +kdu +h2 d?u d?u +k:2 d?u
uw(@,y, o, Yo) = o +h—|+hk—| +5 -5 — |t 533
p\=’0/ dz|, dyl, 2 dz?|,  dzdy|, 2 dy?|,
p=1
p=2

h =z — xq, k=y—1yo
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5.7. Aproksymacja MWLS — Przyklady P.Plucinski, S.Milewski

e Przyktad 17

U2
h\/2
U1 h i us
O O
h
. h
Zalozenia: p =1, m =0,ng =4
Szukane: g, i U, Uy

Rozwiniecie w szereg Taylora wartosci funkcji w weztach wzgledem ug

Uy = ug — hU()"T,
Ug = Ug — hUQ7$ + hU()?y
Us = ug + hu(m;

Ug = Uy — hu()’y

Budowa funkcji bledu

) 1 LY
J = (u; — u1)2 <h1+1_0> + (a2 — UQ)2 (MH“)) +

5 1 2 5 1 2
+ (a3 — u3) <hl+1—0> + (U4 — ug) (th_O)

1

2 2
J = (ug — hug, — uy)? <h2> + (ug — hug x + hug, — ug)? <> +

2 1 2
+ (U() + hUO,J; — ’LL3)2 (hZ> + (UO — h1t0,y — ’11,4)2 (h2>

Minimalizacja funkcji bledu

0J oJ
Oug 4 -

Jug
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5.8. Calkowanie w BMRS (dotyczy wariacyjnej wersji metody ) P.Plucinski, S.Milewski

oJ 1 1
= 2(up — hug 5 — ul)ﬁ(fh) + 2(ug — hug , + hug,, — u2)4—h4

811,()717 (7h)+

1
+ 2(u0 + h’qu - U3)ﬁh = 0/ - 2R3

1 1
=2(ug — huo, + hug, — m)mh + 2(up — hug,y — u4)h4(—h)—0/‘ o2h3

—4(ug — hug » — u1) — (ug — hugz + hugy — uz) + 4(ug + hugp —u3z) =0

(UO — ]’LUOJ + huo,y — UQ) — 4(u0 — h’uo_’y — U4) =0

Rozwigzanie uktadu rownan
9h11,071 — hUQ’y = ug — 4u1 — uo + 4us

—huojx + 5huO7y = 3ug + uo — 4duy

2ug — dup — ug + duz — uy

e 117
Tug — u1 + 2ug + u3z — Yuy
U ., =
0 11h

5.8. Calkowanie w BMRS (dotyczy wariacyjnej wersji metody )

@ catkowanie dookotla wezta po wielokatach Voronoi
(najlepsze dla parzystych operatoréw)

@ catkowanie pomiedzy weztami po trojkatach Delaunaya
(najlepsze dla nieparzystych operatoréw)

@ caltkowanie po siatce tla
niezaleznej od wezlow

® catkowanie po strefach wplywu
funkcji wagowych aproksymacji MWLS

xpunkt Gaussa o wezet epunkt centralny
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5.9. Uwzglednienie warunkéw brzegowych

P.Plucinski, S.Milewski

5.9. Uwzglednienie warunkéw brzegowych

® uzycie jedynie wewnetrznych weztoéw
- staba jakos¢

m
U; = Z ajuj
Jj=1

® uzycie weztéow wewnetrznych
z warunkiem brzegowym i réwnaniem
z obszaru zapisanym na brzegu

Lu; = fi, Gu; =g;, P, e0Q

® uzycie wezlow wewnetrznych
i uogolnionych stopni swobody

mi mo (k)
U; = Z ajUj + Z bjuj
7=1 5=1

@ podejscie wielopunktowe

mi mo
2 ajuj = 2 bif;
=1 =1

@ uzycie weztow wewnetrznych
i dodatkowych wezléw zewnetrznych
(fikcyjnych)

my mo ¥
U; = Z a;Us + Z bkuk
j=1 k=1

@ kombinacje powyzszych sposobow

(

)

4.41
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5.10. Zastosowanie BMRS P.Plucinski, S.Milewski

5.10. Zastosowanie BMRS

e Zginanie belki swobodnie podpartej (BMRS lokalny)- Przyklad 18

sformulowanie lokalne

[T, do_ M)

] . da? EI
on 23 pd o LT v(0) =0, (1) =0
h=L
| l } 6 M(z) = 1qz(l — )
y,v(x)
Wzory dla wezla 2
, —46v; — 171ve + 224v3 — 6uy — v5
U2 —
300h
y 419v7 — 1056w + 464vs + 15904 + 14vs
Vo =
2 15002
Wzory dla wezla 3
ol —v1 — 243v9 + 243v4 + v5
3 492h
o — v1 + 8lvy — 164vg + 8lvy + vy
5 90h2
Uktad rownan
v =0
41901 — 10560y 4 464v3 + 15904 + 14vs 5 gl*
1500(£)2 ~ T2FEI
v1 +8lug — 164v3 +8log +vs ~ 1gl?
90(£)? ~ 8EI
Vg4 = V2
V5 = 0
Rozwigzanie ukladu rownan
v = 0
4
v = 0.0086%; vy = 0.01624 v = —0.0694%;
4
v3=00104f7 = { v _ g — { o = 012504
4 13
vg = 0.0086%; v) = —0.01624; o = —0.06944
V5 = 0

e Zginanie belki swobodnie podpartej (BMRS wariacyjny) - Przyktad 19

4.42 2025



5.10. Zastosowanie BMRS P.Plucinski, S.Milewski

sformutowanie wariacyjne

q
S TTTTTT - [ s = [wfda
EE RO NN xl v(0) =0, v()=0
1 =% w(0) =0, w(l) =0
) fla) = 2451 = =

Rézniczkowanie i catkowanie numeryczne
W' o i !
U1-2 V1-2 Wy_3 U3-3

1 1
2<% - IR - 25 -+ [ - . 'h) =2<2(w1f1+w2f2)2h+2(w2f2+w3f3)h)

Uwzglednienie warunkow brzegowych

=0 =0
=0

2h 2h h h

’IUQ—,’U/}? v2_f,51\ w3 — Wy U3z — Vg 1 1
—2 : 24 - “h| =2 5(701\]’1+w2f2)2h+§(w2f2+w3f3)h

Uktad réwnan

Vg V3 Uy V2 U3\ 1 1 1
w2< +— >+’w3<h h)—w2(2f22h+2f2h>+w3<2f3h>7 Vws, w3

V1 = V5 = 0
— ) vy =y =0.0093%

14
vg = 0.0110%
e Zagadnienie 2D (BMRS lokalne) - Przyklad 20a (wskazéwki)

sformulowanie lokalne
V2F = Fy, + Fy, = f(z,y)
F =0 na 99

o=
Oralro
=

=
ol

Jia= (%F8+%F9+%F10+%F13—%F14+§F15+%F18+%F19+%F20) 2

4.43
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6. Klasyfikacja metod komputerowych

P.Plucinski, S.Milewski

e Zagadnienie 2D (BMRS wariacyjne) - Przyklad 20b (wskazéwki)

6. Klasyfikacja metod komputerowych

L=-—

sformutowanie globalne

—g{ (w, Py + w)Fy ) A = S{wf(a:, y)dQ

F =0 na o9
w = 0 na 0f2
wgtwg wztwg Fu+Fg F3+Fg
2 2 2

h2+

h

h

2

wgtwg wztwy Fg+Fg F3+Fy
_ 2 h2

P =" (w3 fs+ wafs + wsfs + wo fo)

Nazwa Sformu- Podstawa Sposéb dys- Sposob Catkowanie | Opracowanie
metody towanie dyskretyzacji kretyzacji aproksymacji | numeryczne wynikow
Metoda stabe obszar wezly interpolacja
Elementéw | (wariacyjne/ O +elementy | f keztaltu w | w elemencie | MES +inne
Skonczonych | funkcjonal) elemencie
1\]?/{2221?: noce obszar waorty brak aproksymacja
, (lokalne) O rbznicowe Proxsyras)
Skonczonych
Wariacyjna stabe obszar WzZOory dogiilaé;ub aproksvmacia
MRS (wariacyjne) O rbznicowe pwgzlzmiy Proxsymaq
Metody mocne / g
obszar
bezsiatkowe stabe O ﬁi;?s Sa S rzzgg MWLS
(BMRS) (wariacyjne) P Y
na brzegu
EIIZI 1?121%2 rownanie brzeg interpolacja (catki MEB inne
W catkowe O brzegowa wlasciwe i
Brzegowych g
niewlasciwe)
relz\s/[iilttcl);lfle stabe kombinacja
. . brak brak liniowa analitycznie | interpolacja
(Galekin, (wariacyjne) £ bagowvch
NK, Kolok.) ' Y
Metoda slabe kombinacja
energetyczna (funkcjonal) brak brak liniowa analitycznie | interpolacja
(Ritza) ! f.bazowych
4.44 2025




