3. Dynamika P.Plucinski

3. Dynamika

3.1. Stan réwnowagi

Sity

’]

pb — wektor gestosci sit masowych [N/m
e pbd — wektor gestodci sit masowych ttumienia [N/m?]

pii — wektor gestosci sit bezwladnoséci [N/m?

e t — wektor gestosci sit powierzchniowych [N/m?]

e t1 - wektor gestosci sit powierzchniowych ttumienia [N/m?]

Roéwnanie ré6wnowagi ciala

/S(t—td)d5+/vp(b—bd—ﬁ)dV=O

Statyczne warunki brzegowe

t—tl=on=m"s

Wykorzystujac twierdzenie Greena—Gaussa—Ostrogradzkiego
/ ondS = / divedV = / LtsdV
s 1% 1%
Roéwnania Naviera

/V(LTs—i—p(b—bd—ﬁ))dV=0<=>LTs+p(b—bd—1’j):0 VP eV

UijJ—l-p(bi —b?—i'Li) =0
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3.2. Roéwnanie réwnowagi ukladu zdyskretyzowanego P.Plucinski

Sformulowanie stabe — funkcja wagowa w = ju — kinematycznie dopuszczalna wariacja prze-
mieszczenia (zgodna z kinematycznymi warunkami brzegowymi — zasada prac wirtualnych)
/ (0u)" (LTs+p(b—b!—ii))dV =0 Véu

1%

t — td
— / (Léu)TsdV + / (6u)TimTs ds + / (6u)Tp (b —bd - ﬁ) dV =0
\%4 S \%

/ (Léw)TsdV — / (6w) (- t7) ds + / (6w)p (b~ b —it) AV
\%4 S v
£ +
praca sit wewnetrznych praca sit zewnetrznych

3.2. Roéwnanie réwnowagi ukladu zdyskretyzowanego
Réwnanie réwnowagi (Aproksymacja MES: u®(x,t) = N¢(x)d*(t))

E

3 { / (L¢6u®)TsedVe — / (6u)" (& — ) ds* - / (6u)"p (b® — b4 — i) dve} —0
6:1 e e €
P Be
3 { / (EeNEsae) Tseave — / (N°6d°)" (£ — ) ds* - / (N°6d*)"p (b° — b — i) dve} —0
e=1 € € e
5 T°5d

3 (lede)" { / B sedVe — / NeT (¢ — ¢47) dse -
Ve e

e=1

. NeT)p (be —bd° - u) dve} =0

(5d)T{§E:TeT {/eBeTSedVe_/eNeT (te_tde) dSe_/ve NeT, (be_bde_ﬁe) dve}} _0

e=1

E
dd#0= > T" { BeTsedve — / NeT (te - tde) ase — [ N¢Tp (be — b - u) dve} =0
e:l Ve e Ve
E E
Zr]reT {/ BeTSedve} + TeT {/ NeTpﬁedVe} +
e=1 ¢ e=1 ve

n ZTeT {/ NeT¢dq5e o+ NeprdedVe} _
e Ve
E
— ZTET { NeTtedSe + NepredVe}
e=1 Se ve
Uwzglednienie zwigzkéw kinematycznych i konstytutywnych oraz tltumienia

e liniowa sprezystosé (zw. konstytutywny) : s = De
e liniowy zwiazek kinematyczny : e = Lu

s¢ = D°Léu® = D°LCN°d® = D°B“Td, ¢ = N°d = N°¢T°d
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3.3. Drgania wlasne bez tlumienia P.Plucinski

e lepkie ttumienie :

t4° = pgu’ = udNeae = ugNe Ted, pbl° = ypu’ = ubNeae = 1, N°¢ T°d

E E
2 -
e=1 e=1

K¢ M-¢
E
e=1
Ce
E
e=1

fe

Z-d+2_d+2- -
o

Kd+Md+Cd=f

Md(t) + Cd(t) + Kd(t) = f(t)
e M — macierz bezwladnosci
e C — macierz ttumienia

e K — macierz sztywnosci

f — wektor weztowych obciazen zewnetrznych

3.3. Drgania wlasne bez tltumienia

Roéwnanie réwnowagi

Md(t) + Kd(t) =

Aproksymacja

u’(x,t) = N¢(x)d°(t) = N¢(x)d§ sin(wt + )
e N° — macierz funkcji ksztaltu

e d — wektor amplitud drgaf wlasnych
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3.4. Element belkowy

P.Plucinski

e w — czestos¢ drgan wiasnych
e ( — przesuniecie fazowe

oz.u:271'f:2T7r

gdzie f, T — odpowiednio czestotliwos¢, okres drgan wlasnych

Uwzglednienie oscylacyjnego charakteru drgan — zmiana wartosci stopni swobody w czasie

dé(t) = df sin(wt + ¢)

d (t) = —w?ds sin(wt + ¢)

po agregacji i podstawieniu do réwnania réwnowagi

(K - w2M> dasin(wt +¢) =0

(K — sz) dp = 0 — problem wtlasny

rownanie jest spelnione dla

det (K—w2M) —0lubds =0

det (K - w2M> —0

3.4. Element belkowy

Funkcje ksztaltu N¢ = [Nf N5 N§ N

Ve == () e (%)

o4
<4
8l

)

6 T
Macierz sztywnosci
—_ lE
Ke = BETDEBedQ_fe
0
2
B¢ = LN° = [—d] D¢ = [E°I°]
’ dzez|’
12 6l¢ —12 61°
e I el 4% —6l¢ 212
o e3 —-12 —6l° 12 —61°
6l° 20 —6l° 41
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3.5. Przyklad — wspornik

P.Plucinski

Macierz bezwladnoS$ci

—_— le
M¢ = / pA°NTNedz¢
0

¢ = pA® — masa na jedn. dlugosci [kg/m]

156 221¢ 54 —131°
—o  MOT 2210 41°* 1316 3]
420 54  131° 156 —22[°
—131¢ =312 —221¢  4]°?
3.5. Przyklad — wspornik
1. Dane
ZT
d1 ds
E. I pl * *
4 A,
;l d2 d/l x
2. Budowa problemu wlasnego dla uktadu
(K—w2M) ds =0
12 6l -12 6l 156 221 54 -131 daq 0
EL\ 6l 4> -61 21 | o pl | 220 41* 131 -3/ das | _ | O
3| -12 -61 12 -6l Y420 | 54 131 156 -221 das |~ |0
61 20> -61 417 2131 -312 -221 417 day 0
12 6l -12 6l 156 221 54 -131 daq 0
61 412 -61 20> | |wtmlt| 1 | 221 4? 131 -3 dag | |0
-12 -61 12 -6l BI (420 | 54 131 156 -221 das |~ |0
61 212 -61 412 A 2131 =312 -221 412 day 0
3. Uwzglednienie warunkéw brzegowych
12 60 -12 6l 156 221 54 -131 0 0
61 4% -61 20> | X | 220 41* 131 -3I? 0 |_10
212 -6 12 -6l 420 | 54 131 156 -221 das |~ |0
60 212 -61 41° -131 =317 =221 412 day 0
12 -61 | A | 156 -22i dag | |0
-61 412 420 | -221 412 das | | O

4. Rozwigzanie problemu wlasnego — czestosci drgan wtasnych

[0 3] o

A

420

12 -6l
-61 412

156 -221
-221 412

A =12.48
Ag = 1211.52

w1 =

w1 =

3.53 \/ﬁ
—
34.81 [EI
-
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3.6. Drgania wymuszone z tltumieniem

P.Plucinski

5. Postaci drgan wtasnych

Formy drgan wlasnych wyznaczone z jednego z dwoéch réwnan liniowo zaleznych po podstawieniu

odpowiedniej wartosci wlasnej

Ad‘“

A

dla wy das = 0.7261-d a4 ‘dla wy

4

dag
das = 0.1311-day

0 e ze 0

3.6. Drgania wymuszone z ttumieniem

Roéwnanie ré6wnowagi

Md(t) + Cd(t) + Kd(t) = f(t)
+ war. pocz. d(0) = dg oraz d(0) = dy
przyjete oznaczenia

tiv1 =ti + At

d; = d(ti>, d; = i = d(tz), f; = f(ti) .

d
i+ At), diy1 = d(tiv1) = d(t; + At),
+ At), fir1= f(ti+1) = f(tz + At)

Roéwnanie ré6wnowagi w chwili czasowej t; i t;11

Md; 1 + Cdiyy + Kdiyy = fi49

Aproksymacja stala - przyspieszenie usSrednione

T dr) = Hdi+di))  edin

d(r) =C1 + %(di +di1)
d(r)=d; + %(&i +digq)

T

le

xe
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3.6. Drgania wymuszone z tltumieniem P.Plucinski

. At .
dit1 =d; + 7((11‘ +dit1)

d(r) =di + 3 (@ + aM)//dT

2

aﬂ=c5+¢7+%¢n+¢ﬂ)

(AZ)Z (di +djt1)

diy1 = d; + d;At +

Aproksymacja liniowa

aﬂ:¢+&@m—&w/w

2

d(T) =Cy+d;7+ AL (dz’+1 — di)
. . . 7'2 . .
d('r) =d; +d;7+ TAt (di—H — dz‘)

. At .
dit1 =d; + 7(di+1 +d;)

2

. . . T .. .

d(T) =d; +d;7+ TAt(di—H — d,’)//dT
. . 7'2 7'3 . .

d(T) =Cy+dim+ di? + 76At (di+1 — di)

At)? .. At)? ..
Ay, A0

diy1 =d; + d; At +

Schemat Newmarka
Uogodlnienie aproksymacji ' ' ) )
dip1 =d; + (1 —7)d;At +vdi 1 At

dip1 =d; + ;AL + (; - ﬂ) di(At)? + Bdi41 (At)?

Przypadek uérednionego przyspieszenia odpowiada v = % ipg= i, a przypadek liniowego przyspieszenia
odpowiada v = % i0= é
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3.6. Drgania wymuszone z tltumieniem P.Plucinski

Roéwnanie ré6wnowagi w przyrostach Ad = &,-H —&i, Ad = di+1 —d,-, Ad=d;11—d;, Af =£; 1 —f;
MAd + CAd + KAd = Af
Ad = d; At + yAdAE

Ad = d;At + %&i(At)z + BAd(AL)?

Roéwnanie réwnowagi w przyroscie przyspieszenia

(M +1CAL + BK(AH?) Ad = Af - d, (c + %KAt) At — Kd; At

K £

Algorytm

1. Poczatek: t = 0,i = 0, z warunku poczatkowego do = d(0),dy = d(0),fy = £(0) Obliczamy dg z
uktadu réwnan Mdy = fy — Cdy — Kdg

2. Dobieramy At i obliczamy : K, f oraz tiv1 =t; + At
3. Obliczamy przyrost przyspieszenia Ad z ukladu réwnan KAd = f oraz &i+1 =d; + Ad
4. Obliczamy przyrost predkoéci Ad z réwnania Ad = d; At + yAdAt oraz dip; = d; + Ad

5. Obliczamy przyrost przemieszczenia Ad z réwnania Ad = d;At+ %ai(At)2+ﬁAa(At)2 oraz djt1 =
d; + Ad

6. Zaczynamy nowy krok czasowy i przechodzimy do pkt. 2.

Roéwnanie ré6wnowagi w przyroscie przemieszczenia

. 1. . . 1 1 . 1 -
Ad = d;At + —d;(At)? + fAd(AL)? = Ad = ———5Ad — ——d; — —d;
t+ 5di(A)? + BAd(AD? = L AT 2

. . . . . /‘}/ ’}/ ")/.
Ad = d;A AdA Ad=d;|(1— = |At+ ——Ad - =d;
t+y t = ( 25) t+ﬂAt 3

MAd + CAd + KAd = Af
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3.7. Przyklad

P.Plucinski

Algorytm

1. Poczatek: t = 0,4 = 0, z warunku poczatkowego dg = d(0),dg = d(0),fy = £(0) Obliczamy dg z

ukladu réwnat Mdy = fy — Cdo — Kdo
2. Dobieramy At i obliczamy : K, f oraz tiy1 =t + At

3. Obliczamy przyrost przemieszczenia Ad z ukladu réwnain KAd = f oraz d;1 =d; + Ad

1

4. Obliczamy przyrost przyspieszenia Ad z réwnania Ad = mAd — ﬁdz —

d; + Ad

5. Obliczamy przyrost predkosci Ad z réwnania Ad = d;At + yAdA¢ oraz di+1 =d,+Ad

6. Zaczynamy nowy krok czasowy i przechodzimy do pkt. 2.

3.7. Przyklad

E=207 GPa

- b=0.01 m
f(t
) h=0.02 m
1 p=7800 kg/m?
al (=2 m

Obciazenie dynamiczne

e harmoniczne f(t) = 100sin (%wt + %)

. 100 dla t € (0,0.0001
o impulsowe f(t) = { 0 dlat> %.0001 )

e rosnace liniowo f(¢) = 100t

Przyktadowy zrzut z ekranu z aplikacji matlaba

4 MATLAB App - [} X
AEENErE 207e11| Pa Typ metody Newmarka Typ obciazenia —
s ) Dmin= 261438 ) iiidaa 100|N
gestosé 7800 | kg/m’ ®) przysp. usrednione ®) harmoniczne
Geometria wspornika przysp. liniowe skokowe .
mnoznik mn war. wlasn @ 15
liniowy przyrost
S¢ 0.01
SEEEEE m przesunigcie fazowe ¢ pi’3
wysokosc 002 m . L
f(t) = Asin(@ - mn -t +¢)
Hugosé 2 Obciazenie
e T NN NN AN
\I\Il W
I I
llos¢ elementéw skoriczonych 10 ‘ Przelicz ‘ &0 l‘ H H H I H H H H “ |‘|‘ ||‘ I
- N
= u\|\||||H||\|HHH‘\‘\H
krok czasowy 001| sec Hl\“\‘”H‘\l‘\l‘”“‘l\‘l“
| IRInl
koniec czasu 2| sec = \‘I ‘\‘l ‘II‘ H H H |\‘ | \‘\ l\‘\ ” H “
IERRARERENEEN
rysuje co 1 |klatke na 201 klatek 0 0.5 1 15 2
t
przemieszczenia predkosé przyspieszenie
10
0.2
2000
-0.1 5
> 0 > 0 —_— " 0
0.1
02 5 2000
0 05 1 15 2 05 1 15 2 0 05 1 15

15 ..
%di oraz d¢+1 =
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