1. Problem brzegowy MES P.Plucinski

1. Rozwigzanie problemu brzegowego Metodg Elementéw Skonczo-
nych

1.1. Metoda residuéw wazonych dla zagadnienia 1D (stabe sformulowanie Bubnowa-
Galerkina)

Sformulowanie silne - model lokalny

Au" (z) + B(x)u/(z) + C(z)u(z) = D(z)
+ (przykladowe) warunki brzegowe
e u(x,) = a — podstawowy warunek brzegowy (Dirichleta)

e u/(23) = b — naturalny warunek brzegowy (Neumanna)

Aproksymacja funkcji

Residuum

R(z) = A" (2) + B(z)u" (z) + C(a)u"(z) — D(z)

Minimalizacja residuum
Tp
/ w(z)R(z)dz =0, Yw #0

/: w(zx) (Auh”(x) + B(x)uh/(a:) + C(z)ul(x) — D(:c)) dz =0

Podzial metod residuéw wazonych ze wzgledu na funkcje wagowa w(x)

e metoda kollokacji — w; = §(z — z;)

dR
dOél'

e metoda najmniejszych kwadratéw — w; =

e metoda Bubnowa-Galerkina — w; = ®;

Stabe sformulowanie - model globalny (Yw # 0)

/: w(zx) (Auh”(x) + B(a:)uh/(a:) + C(z)ul(x) — D(az)) dz =0

/: w(x)Auh”(x)dx + /: w(a?)B(a:)uh/(:c)da: + /J:b w(z)C(z)ul(z)dz — /: w(z)D(z)de = 0

1.1 2025



1.2. Wyb6ér funkcji aproksymujacych P.Plucinski

> (L@, w) = Uw?)) =0
E

+ podstawowy warunek brzegowy

o u(z,)=a

1.2. Wybér funkcji aproksymujacych

Zagadnienie 1D

Aproksymacja liniowa

)

u®(z) = of + sz = Pa’
P =1 z], ae=[a1]
u®(x) = Nf(z°)d; + N5 (2°)d; = N°d*

N° = [N{(e) N(a)),  d° = [ o ]

J dj
¢  zc
N© = [1 -2 l_e]
NE() Né(a*)
1 1
- € €
0° © 0° ©

1.2 2025



1.2. Wybér funkcji aproksymujacych P.Plucinski

Aproksymacja kwadratowa

ué(x) = of + aSz + a2’ = Pa’

® =1z 2%, a=| af

u(x) = NE(2)d; + NE(2°)d; + N (2°)dy = N°d®

(2

N° = [Nf(2) Ni(a®) Ni), d = | d

0° as 1

d;
N = [Nf(z) Nj(z°) Ng(z)], d°= | d;
a

d;

e e[ .e e[, .e e[ . e[ .e e d;

N¢ = [N7(2%) Nj(z) No(x©) Nj(«)], d° = | 7
B

e z€ a° el e e el e e e e

N=1—l—el—€x(x—l)x(x—l)(2x—l)

1.3 2025



1.3. Przyklad P.Plucinski

1.3. Przyklad

1.3.1. Wyprowadzenie ré6wnania w sformulowaniu stabym dla zagadnienia 1D

Sformulowanie silne

u —x=0
+ warunki brzegowe
1
/
0) =
W(0) =
u(2) =1

Sformulowanie stabe

2
/ wlu" —z]de =0
0

2 2
—/ w'u'dx + w(2)u'(2) — w(0)u'(0) — / wzdr =0
0 0

2 1 2
/ w'v'dz — w(2)u'(2) = —w(0) - = —/ wzdx
0 2 Jo
L(w,u) = l(w)
+ warunek brzegowy u(2) =1

1.3.2. Rozwigzanie MES dla zagadnienia 1D - aproksymacja liniowa

1 T 2 3

at =0 .
1l d!
e=1
&? a2 2

2025
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1.3. Przyklad

P.Plucinski

le

le
_/ e,dCC +( e el)
0

— wé(z® 4+ a)dz® =0
Aproksymacja

T T x@ xe
u¢ = Ned®,  w=cTNT, Ne:[ ]

le

r Tnre/Tnre’ TwreT el
—/ c "N " N*d°dz°® + <c€ N¢ u€>
0

/ Ne/TNe/d ede + (NeT el) ’

NeT (z° 4 a®)dz®=0

Macierze i wektory z réwnania MES — dwa ES = [¢ =1

I _ z° e e 612
fe:/ ll gt ] (2 +a®)da® = r [ le+3a, ]
0 Te 6 2l +3CL 9 a2—1 L 4
615
Agregacja
1 2 3
. fLof}
2
Kl
3
K? £2, £

Globalne réwnanie MES
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1.3. Przyklad P.Plucinski

1 -1 0] [d —d' )] 4 [1
-1 2 1 fdyf =1 0 |26
0 -1 1| |ds u'(2) 5
1 -1 0] |d —3 ik
-1 2 —lfldy| =] 0 | -6
0 -1 1]]!1 w'(2) 5

4 2
Rozwigzanie: di = —3 do = —3 uw'(2) =25

Funkcja u(z€) dla dwéch ES zapisana w uktadach lokalnych elementéw

u(z ) = _3(1 0y ;xa)

2
u(z®) = —5(1 —z®) 4122

Funkcja u(z) dla dwoéch ES zapisana w ukladzie globalnym (¢ = 2 — a®)

2 4
—x— - dlaze(0,1)
) 373
u(z) =

> ’ dl 1,2
3 axe(1,2)
1 5 1

1 =1 = *TS—F —r — =
Upor 1, - X XZ
por dok 6 9 3

Estymacja bledu a-posterior (po fakcie) ‘

Estymator bledu

e (2%) = [u p(2) = o ()]
e

por — TOZWigzanie

gdzie e — element, ui’p — rozwigzanie MES, h — modut siatki, p — rzad aproksymacji u

$ciste lub odniesienia.
1
=77 > L(ee)

Wskaznik (indykator bledu)
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1.3. Przyklad P.Plucinski

Estymator btedu (Obliczenia wzgledem lokalnego uktadu wspotrzednych kazdego ES (x = z¢ + a®) )
Element 1

el — ‘_4(1 BN C N NGO B ) e (Y R 4‘
3 3 6 2 3
1 1
Element 2 5 1 4
e? = ’—(l—x@))—i-x(z) (x(2)+1)3—(x(2)+1)+‘
3 2 3
1 1 2
¢? — ‘_6x<2>3 _ 5;,;<2>2 + 240
Wskaznik (indykator btedu) dla dwéch ES
2
de®
Lie,e) = dz*
o=/ ( d$e> .
1 1
1 1 1.2 1 1 2 |2
=5 ( 0/ ‘—6x(1)3+ Lam)] ) 4 0/ ‘—me?’ - 5@ 4 20 dx(2)> — 0.3249

Estymator bledu (Obliczenia wzgledem globalnego ukladu wspélrzednych)
FElement 1

4 2 1 1 4
1 3
N e S S . S
e ’ 3( x) 38~ 5% 3 3’
1 1
1| t3, 1
e —‘ 6:n +6x
Element 2 0 . ) 4
62:’—3(2—:6)—1—(1‘—1)—6333—2:64-3’
1 7
62:‘—6x3+6x—1‘

Wskaznik (indykator bledu) dla dwéch ES

1
T2 /16 6

1.3.3. Rozwiazanie MES dla zagadnienia 1D - aproksymacja kwadratowa z hierarchicznymi

funkcjami ksztaltu
1 =z 2

/2 12
dz | =0.3249

2
1
dx+/’—6x3+2x—1
1

3
Q
d A do @2 ds
at =0
Loal ol dt
9 J
a® =1
< > 5}
2 2 2 2
d; z° o d;
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1.3. Przyklad P.Plucinski

Roéwnanie dla ES (z = z¢ + a°)

le
/ ,we [uell _ (:L,e + ae)] dl‘e — O
0

lc I
/ wu®"dz® — / w®(x® 4+ a®)dx® =0
0 0

le
le
w®(x® 4+ a®)dx® =0
0

le
_ el e/d:L‘ + e e/
| v (!

0
Aproksymacja

e ef je je e e eTngeT e z€ z° e[ e e
u® = N°®{dj dj a“}, wé=c*"N Ne=|1—-— — z%2z°=1°

e .
—/ c“TNT (2 + a)dz=0

le
_/ CeTNe/TNe,ded.%e + (ceTNeTue/>
0

0

e

/ Ne/TNe/dJ,‘ede (NeT el>| / NeT(:L‘ +a )da: -0

Macierze i wektory z réwnania MES — dwa ES = [¢ =

R 1-10
K@:/ Eo| [ F o det=| -1 10
O | 22 —1° 0 0 %
1-% © lo 1
fy = z u | =1 u(l%) = |0|u(0%)=
z¢(z¢ —1°) o |0 0
-,
1
. £1 220 1] 4
W 1-2 o 21+6af 2y
fe= f—f (¢ +a®)dz®= 3 41°+6a° | = -
0 xe(xe le) _7e3 _91e24¢ el 8
2= 4110
__3_
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1.3. Przyklad P.Plucinski

Agregacja
1 2 3 Qa1 Q2
) £l ]
K! 2
K2 3 £2, £2
aq
Qo

Globalne réwnanie MES

1-1 00 0] [d] [-v(0) 2

-1 2-10 0| |do 0 L |12

0-1 10 0| ds|=1| v(2)|=15]10

00 0% 0|]|m 0 -1

00 00%][az] [ 0 -3

([ 1-1 0| [a] [ —3 1
-1 2-1 | |dy| = —116
0-1 1 1N T 0) 5

oo =1
Rozwigzanie: dy = —%, dy = —%, o) = i, g = %, u'(2) = 2.5

Funkcja u(z¢) dla dwéch ES zapisana w uktadach lokalnych elementéw

4 2 1
u(z®) = 21 = 20) = S0 4 2D (0 1)

u(z®) = —2(1 — 2@y 4 12® 4 Zx@)(x(?) —1)

Funkcja u(z) dla dwéch ES zapisana w ukladzie globalnym (z¢ = x — a®)

12+5 L €(0,1)
)y Tty sl
ule) = 3 75
Zm2_ﬁx_6 dla z € (1,2)
s 1 4
Upor udok—ﬁx +§x—§
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1.3. Przyklad P.Plucinski

0.5 4

=)
o
N

—0.5 o

—1.5 <

Estymator btedu (Obliczenia wzgledem lokalnego uktadu wspotrzednych kazdego ES (z = z¢ + a®))
Element 1

1 3 4
|4, oy 2o ooyl 1o, 4
e —’ 3(1 x) x —|—4<a: (z 1)) x x +3‘
1 3 1 2 1
11w w2 _ 1
e ’ T —1—433 5
Element 2
2 @y 1 () 4 3 (@)@ @ 4 1y3_L @
2=--(1-2@) 12 +Z(x (2@ -1)) = (@@ + 1) —5 @ 1)+ g
2 ‘—1:;;(2)3 _ L@ 2.0
6 2 3

Wskaznik (indykator bledu) dla dwéch ES

L( )_/ de€ 2d e

e,e)= e T
1 3 2 &

(/‘xu) 22 fixu)
6 12

Estymator btedu (Obliczenia wzgledem globalnego uktadu wspolrzednych)
Element 1

e +/‘m<2>3 1.2, ;x@)

12
dz® | =0.0373

14 12 3 6 2 3
1
1 _ | 3 -2 =
c _’ 6" Tat T 12"
Element 2
3 7 5 1 1 4
2 2_ - T = 3 - =
T T 6 6" 2x+3|
1 3 13 1
622‘—$3+$2—$+‘
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1.3. Przyklad

P.Plucinski

Wskaznik (indykator bledu) dla dwéch ES

13

1 1
_ =3 2 _ = _ .3 2 _ =%
(/‘ 6x+ a: 1290 dx—l—/’ x° + x 1296—1—2
n
0.6 -
0.4 -
0.2 -
0 , , ,
1 5 10 15 20 25 30
iES | n - lin. | n - kwad.
1 0.5963 0.1491
2 0.3249 0.0373
5 0.1328 0.0059
10 | 0.0666 0.0015
15 | 0.0444 0.0007
20 | 0.0333 0.0004
30 | 0.0222 0.0002

12
dz | =0.0373

1.3.4. Rozwiazanie MES dla zagadnienia 1D - aproksymacja kubiczna z hierarchicznymi

funkcjami ksztaltu

3

(l x 2
dy at, fr da az, 32 d3
al =0
(1‘1 zt ol Bl d}
=1
* ?}2 22 a2, 32 a2

Roéwnanie dla ES (z = ¢ + a®)

le
/ we [ue/l _ (33‘6 _|_ ae)} dl‘e — 0
0

e

1
wu" dx® —

0

le

_ e e/d.l' +( e e/)

0

Aproksymacja

u = Ne{d§ df a

le

0

le

w(z® 4+ a®)dz® =0

l(i
w(z® 4+ a)dz® =0
0

,86}, w® = ceTNeT N¢ = |:1 o xe(xe _ le) xe(xe _ le)(zxe _ le)
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1.3. Przyklad P.Plucinski

1€ .

le
_/ CeTNelTNeldedxe—l- (ceTNeTue/) _/ CeTNeT(xe—i-ae)d.TL’e:O
0 0

I e

le
—/ NINYdzed” + (N“Tu’) | = [ NT(2° 4 a%)da® =0
0

0
le
r 1T\ge’ T, el r T
/ N " N“dz° d° = (Ne u® ) — N (2° 4 a®)dz®
0 0
5 0 e
Macierze i wektory z réwnania MES — dwa ES = [¢ =
_lle 1-1 00
1 1
1 -1 100
e _ le 1 1 e _ je e2 _ nje .e e2 e _
K /0 9 _ [e [ o 2x¢-1° 6z 6l°x¢ +1 }dx 0 0 % 0
6x62 o 6leﬂj‘e—|—l€2 0 0 0 %
-2 e 0 1 —u®(0°)
z 1 0 ue'(1°)
e _ e el — elrjey e/ney —
fb l,e(xe o le) u 0 u (l ) 0 U (O ) 0
€ (€ —1¢)(22¢ —1°) ° o 0 0
10
f]' (11: i 20
-2 101°+30a° 60 -5
e z 1°]  200°+30a° -1
e: le € € (2:7 L
£ /0 we(ae—te) | TO=G0 pes qgre2qe | = 40
x¢(x€—1°)(22¢—1°) —et g2 =1 1 50
60| 15
| -1
Agregacja
1 2 3 o [ oa [
1 R
K' 2
K? 3 e
aq
B
Q2
65

1.12 2025



1.3. Przyklad P.Plucinski

Globalne réwnanie MES

d fy f
1-1 000 00][d] [-u0)] [ 10]
1 2-100 0 0 |dy 0 60
0—1 1000 0]]ds u'(2) L] 80
00 0% 000||aa|l=| 0 sl
00 00%00||pH 0 -1
00 0003% 0f|a 0 -15
00 0000 ]| [B] | O -1
([ 1-1 0 ][ -1 1
-1 2-1 dy | = -3416
0-1 1 |]|1 u'(2) 5
1 1
30 = 13
1 _ 1
501 = 5o
oo = &
1 _ 1
\ 5”2 = 60
Rozwiazanie: di = —§7 dy = —%, o = i, G = %, g = %, B = %, w'(2) =25
Funkcja u(z) dla dwéch ES zapisana w ukladzie lokalnym
Wy _4q .oy 20 Lo,o LRCOPNE) M
u(x ):—g(l—av )—gx +Zas (z —1)+ﬁx (' —1)(22'Y = 1)

2 3 1
u(z®) = —5(1- ®) 4122 4 Zx(Q) (2 —1) + ﬁx@)(x@) —1)(2z® —1)

Funkcja u(z) dla dwoch ES zapisana po transformacji do ukladu globalnego (z¢ = x — a®)

¥+ le— 3 dlaze(01)
u(z) = 18 11y 4 qlage(l,2)
6 27 3 ’
g 1 _4
Upor:udokzgx —|—§$_§

Estymator bledu (Obliczenia wzgledem globalnego ukladu wspélrzednych)

Element 1

L 1,1 4 14 1 4

Element 2 1 1 11 ) 4
2 3 3
= |z e —=0
e 6.1: +2a: 3 600 230 3‘
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1.3. Przyklad P.Plucinski

Wskaznik (indykator bledu) dla dwéch ES
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