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Wartosci i wektory wlasne

Wektorem wlasnym macierzy A4,,,; nazywamy kazdy niezerowy wektor V', ktory zachowuje kie-

nxn |

runek po wykonaniu mnozenia przez t¢ macierz:
AV=4AV . (1)

Wielkos¢ A jest warto$cia wlasna macierzy 4 odpowiadajaca wektorowi wiasnemu V.
Rzeczywista 1 symetryczna macierz A posiada wylacznie rzeczywiste warto§ci wlasne, oraz zbior
n liniowo niezaleznych wektorow wtasnych oznaczonych V,, V,, ..., V. Wektory te oczywiScie nie
sa wyznaczone jednoznacznie, poniewaz kazdy z nich moze zosta¢ pomnozony przez niezerowa
stata, dalej pozostajac wektorem wlasnym (definicja).
Kazdy wektor wlasny ma odpowiadajaca warto$¢ wtasna, oznaczona 4, 4,, ..., 4, . WartoSci wlasne
dla danej macierzy sa okre§lone jednoznacznie. Zbior wszystkich wartosci wlasnych macierzy na-
zywamy spektrum tej macierzy.
Roéwnaniem charakterystycznym macierzy 4 nazywamy roOwnanie:

det(4—A-1)=p(A)=0 , )

w ktorym /|, oznacza macierz jednostkowa. Wyrazenie stojace po lewej stronie tego rOwnania

nxn]
jest wielomianem p stopnia n zmiennej A . Tak wigc wyznaczenie spektrum macierzy A4 jest
roOwnoznaczne z wyznaczeniem wszystkich pierwiastkéw rownania (2).

Macierz A jest pierwiastkiem wlasnego réwnania charakterystycznego, czyli:
p(4)=0 . 3)

Twierdzenie powyzsze nosi nazwg twierdzenia Cayleya — Hamiltona. Ponadto, jezeli q(x) jest wie-
lomianem a 4 warto$cig wlasna macierzy A to q(/i) jest wartoscia wlasna macierzy q(A) .

Przeksztatcenie przez podobienstwo nie zmienia warto$ci wlasnych macierzy, czyli jezeli istnieje
odwracalna macierz R, to warto$ci wlasne macierzy P'-4-P imacierzy A sarowne.

HXH]

Przeksztatcenie ortogonalne nie zmienia warto$ci wtasnych macierzy, czyli jezeli istnieje odwracal-
na macierz Q,,, taka, ze 0" -0 =1 to wartoéci wlasne macierzy Q" - 4-Q i macierzy A sa rowne

nxn]

(wniosek z twierdzenia poprzedniego).

Dla symetrycznej dodatnio okre§lonej macierzy A i niezerowego wektora X zachodzi zwiazek:

T
X -A-X</1

() < ’%nth < T — ““max
X X

4
Do oszacowania spektrum warto$ci wlasnych dowolnej macierzy kwadratowej mozemy uzy¢ twier-
dzenia Gerszgorina, natomiast w przypadku symetrycznej macierzy trdjdiagonalnej mozemy zasto-
sowa¢ ciagi Sturma do okre$lenia z dowolna doktadnos$cia przedziatoéw, w ktorych znajduja sig jej
poszczegolne wartosci wilasne.

Numeryczne wyznaczanie warto$ci wlasnych macierzy jest jednym z bardziej zmudnych zadan
podstawowej analizy numerycznej. Jednak ze wzgledu na zastosowania praktyczne zostalo opraco-
wanych wiele metod stuzacych do rozwiazania tego zagadnienia. Metody te mozna podzieli¢ na
trzy kategorie:
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e metody pozwalajace na znalezienie wszystkich wartosci 1 wektorow witasnych, np. metody:
Jacobiego zwana rowniez metoda transformacji ortogonalnych, Lanczosa i Hausholdera w
polaczenu z metoda rozktadu Q- R;

e metody pozwalajace na wyznaczenie wybranej wartosci i odpowiadajacego jej wektora wia-
snego, np. metoda potggowa, w ogolnosci pozwalajaca na wyznaczenie warto$ci wlasnej
najblizszej podanej liczbie 1 odpowiadajacego jej wektora wiasnego;

e metody pozwalajace na obliczenie grupy wartosci wtasnych i odpowiadajacych im wekto-
row wiasnych.

Przed wyborem metody obliczen nalezy wobec powyzszego, ze wzgledu na efektywnos$¢ czasowa
obliczen, zastanowi¢ sig, czy beda nam potrzebne wszystkie warto$ci wlasne analizowanej macie-
rzy, czy tylko ich wybrany podzbior, czy tez jedna jedyna warto$¢ wtasna spetniajaca okreslone wa-
runki.

W dalszej czesci pracy zajmiemy si¢ dwiema metodami wyznaczania wartosci wiasnych rzeczywi-
stej macierzy symetryczne;j.

Metoda Jacobiego

Metoda Jacobiego (transformacji ortogonalnych) polega na wykonaniu na wyjSciowe] macierzy
4, ciagu transformacji ortogonalnych, w wyniku ktorych macierz ta zostanie doprowadzona do

postaci diagonalnej Dj,,,; . W macierzy diagonalnej na przekatnej gtdwnej znajda sig wartosci wia-

nxn]
sne macierzy wyjsciowej, natomiast wektory wlasne odpowiadajace tym warto§ciom wiasnym bgda
zapisane w kolumnach macierzy W,

nxn] -
A=W-D-w" (5)
gdzie:
W:Q{m}-...-Q{i}~...'Q{2}-Q{l} _ (6)
jest iloczynem macierzy Q{i} definiujacych kolejne transformacje ortogonalne i =1,2,...,m .

Transformacje ortogonalne sa wykonywane w taki sposob, aby kolejno zerowac¢ pary elementéw
macierzy A rozmieszczonych symetrycznie wzgledem przekatnej gtownej 1 najwigkszych co do
modutu. Tak wigc algorytm metody mozna rozbi¢ na nastgpujace kroki:

1. Wybor elementu wiodacego transformacji ortogonalnej, czyli wyznaczenie indekséw p 1 ¢

elementu macierzy 4 najwigkszego co do modutu, a nie lezacego na przekatnej gtownej tej ma-
cierzy:

p.q:|al)|= ,{}:rllgfs_,n\aii} | (7)

k#l
2. Wyznaczenie macierzy transformacji Q{i} tak, aby elementy nowej macierzy:
A{i+1} _ Q{i}T _A{i} . Q{i} (8)
spetniaty warunek:
{ivt} _ {ivl} _
a, '=a, =0, 9)

1 wyznaczenie elementdw nowej macierzy A" Jak tatwo sprawdzi¢, jezeli macierz Q{i}
przyjmiemy jako macierz jednostkowa, w ktorej zmieniono jedynie elementy:
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Dpp =g =€
g =S > (10)

Qgp =5

czyli ostateczna macierz b¢dzie miata postac:

—_
O

o
s

o= |: N U (11)
q Q... _.S [SPEN q ...Q

0--0 ---0---0

to spetnienie warunku ortogonalnosci Q" -Q =1 jest rbwnoznaczne z zazadaniem aby wielkosci
oznaczone jako c i s spelniaty zalezno$¢:

cHst=1 . (12)
Warunek ten jest jednocze$nie warunkiem wystarczajacym ortogonalno$ci macierzy Q.

Jak tatwo si¢ przekonaé, w trakcie transformacji (8) zmieniaja si¢ jedynie elementy macierzy A4
nalezace do wierszy i kolumn opatrzonych wskaznikami p i ¢ . Odpowiednie wzory transfor-

macyjne maja postac:

aij;l}:cz~a§jg+s2-ai’;}}—2-s-c-a§3
a;i;l}:s2~aﬁ,’ﬁ+cz~a§i]}+2~s~c~a{i} , (13)
o=l e g o)

ai;“} =c- ai;} —s5- a,{;}

a™=g.q 4 c.ql!

i v dorEpr+q (14)

a, " =c-a, ~s-a;

aj;+1}:s-a1{fr}+c-a§i,}

1 mozna je wyprowadzi¢ na przyktad przez bezposrednie wykonanie operacji macierzowych wy-
stepujacych w (8).

Warunek (9) w potaczeniu z réwnaniem (13)° shuzy do wyznaczenia ¢ i s dla biezacej iteracji.
A mianowicie, poniewaz:

(cz—sz)-agq}+c~s~(a1{]’2—a;;}):0 (15)
jest rownowazne:
i _ i}
:cz_sz :aqq_c'lpp (16)
2-c-s 2~a§)’3 ’

oznaczonemu 77 , przy podstawieniu
s
t=— (17)
c

rownanie (16) przechodzi w:
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£+2-n-t-1=0 (18)

czyli zwykle rownanie kwadratowe ze wzgledu na pomocnicza zmienna ¢ . Pierwiastki tego
réwnania mozna wyznaczy¢ postugujac si¢ dobrze znanymi wzorami, jednak, ze wzgledu na po-
prawe stabilno$ci numerycznej rozwiazania, do wyznaczenia mniejszego z nich korzystniej jest
stosowac formuleg:

(=) (19)

B |77|+\/772 +1

Gdyby jednakze 7 bylo tak duze, ze ° powodowatoby wystapienie bledu nadmiaru w trakcie
wykonywania obliczen, nalezy zastosowa¢ formute:

1

t=—o
2.

(20)

Po wyznaczeniu warto$ci zmiennej pomocniczej ¢ powracamy do wyjsciowych niewiadomych
¢ 1 s , korzystajac z zaleznos$ci (12) 1 (17):

1
£+l - (21)
t-c

CcC=

¥

S

. Obliczenie macierzy wektorow wlasnych na podstawie zalezno$ci:

W{M} _ W{i} . Q{i} : (22)
przy czym poczatkowa macierza wt jest macierz jednostkowa. Stosowne wzory transforma-
cyjne przyjma postac:

i1} i} i}
wi=c-w)—s-w

?;_1} Ei?} ?lj} 1”21,2,...,1’1 N (23)
Wy =seowyteewy

ktora wynika z faktu, ze w kolejnych iteracjach zmieniaja si¢ wytacznie kolumny p i ¢ macie-
rzy W .

. Sprawdzenie warunku zakonczenia obliczen:

{i+1}

S
% <& (24)
sn

w ktérym licznik 1 mianownik utamka sa odpowiednio réwne:
{i+1} {i+1}

S = max |a;
P i,j=1,2,...al Y
i#j (25)
{iv1} _ {i+1}
sn = max a;
i=1,2,...n

dla normy maksimum, lub:

i (26)
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dla normy $redniokwadratowe;j.

Jezeli warunek (24) jest spetniony dla narzuconej przez uzytkownika doktadnosci ¢ , to konczymy
obliczenia, w przeciwnym przypadku kontynuujemy pracg poczynajac od wyznaczenia nowego

fiv1} (7). Tak obrana metoda postgpowania bgdzie zbiezna, poniewaz jesli ob-

elementu wiodacego a,,
{i}

liczymy sumg¢ kwadratow elementéw macierzy A
japrzez S

lezacych poza przekatna gtéwna i oznaczymy

sU=33 () @)

to wprost z (14) wynika, ze:

Sl — S{i}_z,(a{i})z , (28)

Pq

czyli, ze licznik ulamka we wzorze (24) bedzie monotonicznie malat do zera w kolejnych itera-
cjach, a wigc dla dowolnie matego dodatniego & warunek (24) zostanie spetniony po skonczonej
liczbie iteracji.

Metoda Jacobiego jest efektywna dla macierzy A o niewielkich rozmiarach (rzedu 10). Do prowa-
dzenia obliczen na duzych macierzach nalezy stosowac¢ inne, bardziej efektywne metody, np. meto-
de¢ Hausholdera lub Lanczosa aby doprowadzi¢ macierz wyjsciowa do postaci trojdiagonalnej a na-
stegpnie metodg rozkladu Q-R do wyznaczenia wartosci 1 wektorow wilasnych tak zredukowane;j

macierzy.

Algorytm postgpowania przedstawia si¢ nastgpujaco:
Wybraé element wiodacy (czyli wyznaczy¢ p i q ) (7);
Obliczy¢ n 1 ¢ (16), (19);

Obliczy¢ c 1 s (21);

Wyznaczyé A™" (8) lub (13), (14);

Wyznaczyé W (22) lub (23);

6. Sprawdzi¢ warunek (24).

A o

W zalezno$ci od wyniku sprawdzenia albo nalezy wroci¢ do 1., albo zakonczy¢ prace.

Dla lepszej ilustracji sposobu postgpowania przedstawimy go na przyktadzie obliczania wszystkich
wartosci wiasnych 1 odpowiadajacych im wektorow wiasnych macierzy A4, z dokfadnoscia

€=0,0001 :

3 -2 1 4
A=4%=2 0 2 (29)
4 -1 5 -7
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Iteracja pierwsza:

1. Element wiodacy (najwigkszy co do modutu element macierzy A% spoza przekatnej gtownej)
p=3,q=4.

2. Wspotczynniki 7 1 ¢:

aég} =-2, a§3} =5, aio} =-7
_dbl-al 1742

= = = —0,500000 , 30
1= d T s (30)
_osgn(p) sgn(-0,500000) — 0.618034
[+ +1  |-0,500000]+ /(- 0,500000)" +1
3. Wspotczynniki c i s :
S ! =0,850651
VP 1 |(-0,618034) +1 . (31)

s=t-c=-0,618034-0,850651=-0,525731

4. Macierz A" :

1 0 0 O
1,000 0,000 0,000 0,000
Q{o}: 01 00 _| 0,000 1,000 0,000 0,000 (32)
0 0 ¢ s 0,000 0,000 0,851 —-0,526 |
0,000 0,000 0,526 0,851
0 0 -s ¢
AU :Q{O}T . 40 Q{O} _
1,000 0,000 0,000 0,000 32 1 4| [ 1,0000,000 0,0000,000 3,000 —2,000 2,954 2,877
_ | 0,000 1,000 0,000 0,000 | | -2 -6 2 -1 | | 0,000 1,000 0,000 0,000 | _ | 2,000 ~6,000 1,176 1,902 (33)
0,000 0,000 0,851 —0,526 1 2-7 5| |0,0000000 08510851 2,954 1,176 1,090 0,000 |
0,000 0,000 0,526 0,851 4 -1 5 =2| | 0,000 0,000 0,526 0,526 2,877 —1,902 0,000 10,090
. 1
5. Macierz W1
1 0 0
W — ) glol
1.0 0 0| [ 1,000 0000 0,000 0,000 1,000 0,000 0,000 0,000
_|o 1 0 o] |0000 1,000 0000 0,000/ {0000 1,000 0,000 0,000 (34)
0 0 1 00,000 0,000 0851 -0,526 0,000 0,000 0,851 —0,526 |
0 0 0 1 [0,000 0,000 0526 0,851 0,000 0,000 0,526 0,851

6. Warunek zakonczenia obliczen (w normie maksimum):

sp' = max |a)| =2,953575

ij=1,2,34"Y

i , (35)
sn' = max [a|=10,090170
i=1,2,3,4
)
P 293355 59971856 (36)

sn'™ " 10,090170

czyli konieczne jest wykonanie nastgpne;j iteracji.

> 6 &
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Iteracja druga:

1. Element wiodacy (najwigkszy co do modutu element macierzy A spoza przekatnej gtownej)

p=1,4=3.
2. Wspolezynniki 77 1 ¢:
alV =3,4") =2,953575, 4!} =1,090170
all—all 1,090170-3
n= =
2-al)  2-2953575
sgn(n) sgn(—0,323308)

e -0,323308]+ /(- 0,323308)" +1

=-0,323308

=-0,727657

3. Wspotczynniki c i s :
1 1

CcC= =
Ve 1 (-0,727657F +1
s=1t-c=-0,727657-0,808588 = —0,588375

=0,308588

4. Macierz 4% :

c 0 s O
0,809 0,000 —0,588 0,000
Q{1}_ 0 100 10,000 1,000 0,000 0,000
s 0 ¢ O 0,588 0,000 0,809 0,000
0 0,000 0,000 1,000
0 0 1

0,809 0,000 —0,588 0,000 3,000 —2,000 2,954 2,877 0,809 0,000 0,588 0,000 5,149 0,926 0,000 2,326
_ | 0,000 1,000 0,000 0,000 | | ~2,000 ~6,000 1,176 1,902 | | 0,000 1,000 0,000 0,000 | __ | ~0,926 —6,000 2,127 -1,902
| 0,588 0,000 0,809 0,000 2,954 1,176 1,090 0,000 | | 0,588 0,000 0,809 0,000 | | 0,000 2,127 —1,059 ~-1,693

0,000 0,000 0,000 1,000 2,877 —1,902 0,000 10,090 0,000 0,000 0,000 1,000 2,326 —1,902 —1,693 —10,090

5. Macierz W
Wl g bl

1,000 0,000 0,000 0,000 | | 0,809 0,000 —0,588 0,000 0,809 0,000 —-0,588 0,000
_ | 0,000 1,000 0,000 0,000 | | 0,000 1,000 0,000 0,000 | _| 0,000 1,000 0,000 0,000
"1 0,000 0,000 0,851 —0,526 | | 0,588 0,000 0,809 0,000 | | 0,501 0,000 0,688 -0,526

0,000 0,000 0,526 0,851 0,000 0,000 0,000 1,000 0,309 0,000 0,425 0,851

6. Warunek zakonczenia obliczen (w normie maksimum):

= oIl _
v 1,2}3}%4‘61’] ‘ =2,326205
1#]

sn® = max |a}”|=10,090170

i=1,2,3,4

sp? 2326205
sn® " 10,090170

=0,230542>¢ ,

czyli dalej konieczne jest wykonanie nastgpne;j iteracji.

(37)

(38)

(39)

. (40)

(41)

(42)

(43)



Michat Pazdanowski
Instytut Technologii Informacyjnych w Inzynierii Ladowe;j
Wydziat Inzynierii Ladowej
Politechnika Krakowska

Iteracja trzecia:

) spoza przekatnej gtownej)

. Element wiodacy (najwigkszy co do modutu element macierzy A
p=1,g=4.

. Wspolezynniki 77 1 ¢:

afy) = 5149190, 4}’ = 2,326205, 4}/ =~10,090170
all—a®  -10,090170-5,149190

- — -3,275584 . 44
= 2.2,326205 “4)
_ sgn(7) _ sgn(—3,275584) _ 0,149245
|+ +1 [-3.275584]+ /(-3.275584F +1
. Wspodlezynniki ¢ 1 s :
c=—t = ! —0,989046
VE 1 J(-0,149245) +1 : (45)

s=t-c=-0,149245-0,989046 = -0,147610

. f
. Macierz 4% :

c 0 0 s
0,989 0,000 0,000 —0,148
Q{z}_ 0 100 10,000 1,000 0,000 0,000 (46)
0 01 0 0,000 0,000 0,000 0,000
0,148 0,000 0,000 0,989
-5 0 0 ¢

0,989 0,000 0,000 —0,148 5,149 -0,926 0,000 2,326 0,989 0,000 0,000 0,148 5,496 1,196 —0,250 0,000

_ | 0,000 1,000 0,000 0,000 | | -0,926 -6,000 2,127 ~1,902 | | 0,000 1,000 0,000 0,000 | _| -1,196 6,000 2,127 1,745 . (47)
0,000 0,000 1,000 0,000 0,000 2,127 -1,059 -1,693 0,000 0,000 1,000 0,000 ~0,250 2,127 -1,059 -1,674
0,148 0,000 0,000 0,989 2,326 —1,902 —1,693 10,090 | | —0,148 0,000 0,000 0,989 0,000 —1,745 1,674 —10,437

5. Macierz W -

W Z .o

0,809 0,000 —-0,588 0,000 | | 0,989 0,000 0,000 —0,148 0,800 0,000 —0,588 —0,119

_ | 0,000 1,000 0,000 0,000 | | 0,000 1,000 0,000 0,000 | _|0,000 1,000 0,000 0,000 . (48)
0,501 0,000 0,688 —0,526 | | 0,000 0,000 1,000 0,000 0,417 0,000 0,688 -0,594
0,309 0,000 0,425 0,851 0,148 0,000 0,000 0,989 0,432 0,000 0,425 0,796

6. Warunek zakonczenia obliczen (w normie maksimum):

Bl = Bl =
sp —i’g%"“a,} ‘—2,127302

i , (49)
sn® = max \ajf}\ =10,437343
i=1,2,3,4

sp¥ 2,127302
sn®10,437343

=0,203816>¢ (50)

czyli dalej konieczne jest wykonanie nastgpne;j iteracji.
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Ostatecznie po wykonaniu 11 iteracji otrzymujemy:

5,661 0,000 0,000 0,000
DEA{]]}: 0,000 —6,626 0,000 —0,001 (51)
0,000 0,000 0,103 0,000
0,000 —0,001 0,000 -11,137

0,836 0,327 -0,414 —0,154
W:W{”}= -0,119 0,883 0,350 0,288 (52)
- 0,346 -0,109 0,794 —0,489 i
0,410 -0,318 0,276 0,809

1 warunek zakonczenia obliczen:

Sp{n}: max ‘aé-“}‘=0’000265
1j=12,34

2 ’ (53)
Sn{ll} _ maXJai{i”}‘ =11,137200

i=1,2,3

sp™0,000265
sn™ T 11,137200

=0,000067 <& (54)

podczas gdy wartosci $ciste macierzy D 1 W sa rowne odpowiednio:

5,661 0,000 0,000 0,000
D:A{s'c'}: 0,000 —-6,626 0,000 0,000 (55)
0,000 0,000 0,103 0,000
0,000 0,000 0,000 —11,137

-0,836 0,327 0,414 0,154
i¢ 0,119 0,883 -0,350 -0,288
W — W{SC} — > > > , . 56
-0,346 -0,109 -0,794 0,489 ( )
-0,410 -0,318 -0,276 -0,809

Jak wida¢ przyjecie warunku zakonczenia obliczen w normie maksimum z dopuszczalnym pozio-
mem biedu £ =0,0001 pozwolito na wyznaczenie wszystkich wartosci i wektoréw wtasnych ma-

cierzy A z doktadnoscia co najmniej trzech cyfr znaczacych.

0.37

0.27

Zg

-0.11

=0.27

-0.3-

k

Rys. 1. Btad metody Jacobiego w normie maksimum (k — liczba iteracji).

> 9 &
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Metoda potegowa

Metoda potegowa w wersji podstawowej stuzy do wyznaczenia maksymalnej co do modulu warto-
sci wlasnej 1 odpowiadajacego jej wektora wlasnego. Jezeli jednak wykorzystamy fakty, ze wartosci
wlasne macierzy odwrotnej sa odwrotnosciami wartosci wiasnych macierzy danej oraz ze modyfi-
kacja macierzy polegajaca na dodaniu do elementéw jej przekatnej gtownej pewnej liczby d po-
woduje przesunigcie wszystkich wartosci wiasnych tej macierzy o t¢ sama liczbg¢ d (przesuniecie
widma), mozemy przy pomocy metody potegowej wyznaczy¢ wartos¢ wiasna najblizsza dowolnej
liczbie.

Metoda potggowa polega na wykonaniu ciaggu mnozen przyjetego wektora startowego przez ma-
cierz, ktérej dominujacej wartosci wlasnej i odpowiadajacego wektora wlasnego poszukujemy. Pro-
cedura taka jest rownoznaczna pomnozeniu wektora startowego przez macierz wyjsciowa podnie-
siong do potegi rownej liczbie iteracji. Wektor bedacy iloczynem zmierza wtedy do wektora odpo-
wiadajacego najwigkszej wartos$ci wlasnej, sama warto$¢ wtasna mozemy natomiast obliczy¢ z wy-
razenia zwanego ilorazem Rayleigha (4). Uzasadnienie poprawnos$ci metody jest nastgpujace. Roz-
wazmy dowolny wektor X © oraz ciag operacji mnozenia tego wektora przez macierz A4

nxn | :

xU= 4. x0
X = 4. x0 = 42 x10

(57)

XV = g XM = 44 A- X0 = A O

Poniewaz kazdy wektor w przestrzeni n wymiarowej mozna przedstawic¢ jako kombinacj¢ liniowa
wektoréw wilasnych naszej macierzy, to w szczegolnosci:

UB
XU= 0V, (58)
Jj=1
gdzie Vj‘ oznacza j—ty wektor wlasny a o, mnoznik. Przyjmijmy ponadto, dla prostoty zapisu, ze

wartosci wiasne sa uporzadkowane w kolejnosci od najwigkszej do najmniejszej co do modutu
(wskaznik ;). Podstawiajac (58) do (57)° otrzymujemy:

(k1) _ gkl c . c k+1
X" =4 -Z;aj-Vi‘—Z;aj-A -Vl,‘ . (59)
J= J=
Poniewaz, na mocy definicji problemu wiasnego, zachodzi zwiazek:
k+1 _ qk+l
AV =HY (60)
to ostatni czton wyrazenia (59) jest rowny:

< k+1 < k+1
Z;“/'A 'V.i\zz;“/'/l/ Vo (61)
J= J=

co, po wyciagnigciu przed znak sumy dominujacej wartosci wtasnej ostatecznie prowadzi do nastg-

pujacej zaleznosci, wiazacej wektor X ! z wartogciami i wektorami wlasnymi macierzy A :

k+1
n A.
DG I 7 A B A (62)
A\ A ’
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Zgodnie z wczesniejszym zatozeniem A, jest dominujaca wartoscia wilasna, czyli zachodzi zalez-
nosc¢:

/1’<1 dla j=1 (63)
—L a _] R
4

ﬂw k+1
a wigc gdy £k — o to (ij — 0 . Jak z tego wida¢

{k+1}
; {k} _ _ X
ImXT =V A=—m
skt

(64)

We wzorze (64) symbol sk oznacza dowolnie wybrana sktadowa wektora.

Ze wzgledu na stabilno$¢ numeryczna procedury, po kazdym kroku potegowym (57) nowo uzyska-
ny wektor X tet) normalizujemy, czyli zastgpujemy wektorem Wi o tym samym kierunku i
zwrocie, ale dlugosci rownej 1, czyli W .1 =1 (gdyby tej operacji nie wykonaé to dtugoéé
wektora po kolejnych krokach albo rosta by do nieskonczonosci, jezeli dtugos¢ wektora startowego
byta wigksza od jednosci, albo malata do zera w przeciwnym przypadku) a wartos$ci wlasnej nie ob-
liczamy wprost ze wzoru (64) ale z ilorazu Rayleigha:
x T 4. x k)
k k k+1

A= YT SUALED Gl (65)
Oczywiscie po kazdej iteracji nalezy sprawdzi¢ warunki zakonczenia obliczen w postaci btedu
zbieznos$ci warto$ci wlasnej 1 wektora wlasnego:

‘ﬂ{kﬂ} i

<g,

W - (66)
w, = HW{"”} - W{k}H <eg,

w, =

Poniewaz tempo zbiezno$ci wartos$ci wlasnej jest znacznie wyzsze niz tempo zbiezno$ci wektora
wlasnego, dobor wartosci ¢, 1 & powinien by¢ wykonywany rozwaznie, zwlaszcza dla duzych

macierzy. W szczegolnosci nalezy sig zastanowié, czy w dalszej analizie sa nam potrzebne zaréwno
warto$¢ jak 1 odpowiadajacy jej wektor wlasny, a jezeli tak, to czy musza by¢ wyznaczone tak samo
precyzyjnie.

Przy sprawdzaniu warunku (66)” nalezy mie¢ na uwadze fakt, ze jezeli dominujaca warto$¢ wlasna
jest ujemna, to wektory bedace kolejnymi przyblizeniami odpowiadajacego jej wektora wtasnego co
iteracja beda zmienialy zwrot na przeciwny.

Ostateczny algorytm metody wyglada nastepujaco:

Wyznaczy¢ wektor startowy X o} majac na wzgledzie fakt, ze jego dobor moze mie¢ znaczacy
wplyw na liczbg wykonanych iteracji. Oczywiscie, jak tatwo si¢ domysli¢, im wektor startowy
jest blizszy poszukiwanemu wektorowi wtasnemu, tym mniej iteracji trzeba bedzie wykonac;

1. Znormalizowa¢ wyznaczony wektor W */ =

2. Wykona¢ krok potegowy X = 4.w %
3. Obliczy¢ iloraz Rayleigha A%+ = I y 1)
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4. Sprawdzi¢ warunek (66).
W zaleznos$ci od wyniku sprawdzenia albo nalezy wroci¢ do 1., albo zakonczy¢ prace.

Dla lepszej ilustracji sposobu postgpowania przedstawimy go na przykladzie obliczania dominuja-
cej wartosci wlasnej i odpowiadajacego jej wektora wlasnego macierzy 4,,,) z poprzedniego przy-

ktadu (29) dokladnoscia ¢, =&, =0,0001 . W tym celu przyjmijmy wektor poczatkowy X [{f]} :

-1
Iteracja pierwsza:
1. Normalizacja:
1 1 1 0,500
w1yl ] oso0 | (68)
{ojr | y-o} -1 0,500
X ’ X \/Z -1 —-0,500
2. Krok potegowy:
3 2 1 4 0,500 0,000
LA R R ®
4 -1 5 -7 -0,500 3,500
3. lloraz Rayleigha:
0,000
20— ol xl [0.500 —0,500 ~0,500 ~0,500] - _21’322 =-1,500000 . (70)
3,500

4. Warunki zakonczenia obliczen moga by¢ sprawdzone dopiero po drugiej iteracji, w takim razie
powracamy do punktu 1. i kontynuujemy obliczenia.

Iteracja druga:

1. Normalizacja:

| | 0,000 0,000
w2 x| s | _| o3| 71)
[y {1} / -2,000 ~0,465
XX 18,5 3,500 0.814
2. Krok potegowy:
32 1 4 0,000 2,092
X{Z}_A_W{l}_ -2 -6 2 -1 || 0349 | _|-3.836 (72)
- 1 o2 2 s || -0465| | 569
4 1 5 -7 0,814 8,370
3. lloraz Rayleigha:
2,092
Ay 2 [0.000 0,349 —0,465 0,814] - _i’izg =-10,797297 . (73)
8,370

& 12 &



Michat Pazdanowski

Instytut Technologii Informacyjnych w Inzynierii Ladowe;j

Wydziat Inzynierii Ladowej
Politechnika Krakowska

4. Warunki zakohczenia obliczen:

=2 -10,797297 +1,500000]

w, = =0,861076 > ¢
b [-10,797297] '
0,000 0,500
w, = [ =l = |l 03 |- (1) 20 = 1141277 > ¢,
~0,465 ~0,500
0,814 -0,500
czyli konieczne jest wykonanie nastgpne;j iteracji.
Iteracja trzecia:
1. Normalizacja:
2,092 0,190
W{z}: 1 _X{z}: 1 | -3.836 | _| 0,348
{2ir {2} 5,696 0,517
NX®T. X 4/11,026944 e 00
2. Krok potegowy:
3 -2 1 4 0,190 —-1,255
By gl |2 -6 2 -1 | |-0348|_| 3,500
XV =AW= 12 2 5 0,517 | | -5,334
4 -1 5 -7 ~0,759 9,003

3. lloraz Rayleigha:

-1,25

M=t x B = [0.190 ~0.348 0,517 ~0,759] -| >°

5

*|=-11,044677

-5,334

9,00

4. Warunki zakohczenia obliczen:

=AM 1-11,044677+10,797297]

w, =

s [~ 11,044677]
0,190 0,000

S A B R
-0,759 0,814

czyli dalej konieczne jest wykonanie nastgpnej iteracji.

3

=0,022398 > ¢,

=0,204110> ¢,

W toku dalszych obliczen mozna sig¢ przekonaé, Zze po o$miu iteracjach:

A =" -11,137020+11,136601

T 11,137020
0,154 -0,150

O A B v VR e
-0,808 0,808

=0,000038< ¢,

=0,003910> ¢,

(74)

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)

czyli zostat speniony warunek (66)' (blad zbieznosci ze wzgledu na warto$é wiasna), a po 15 itera-

cjach:

& 13 &
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=AM 11137200+11,137200

= — 0,00000001
T 11137200 =
~0,154 0,154 (80)
w, = [t =l 028 | (= ). | 025 1] = 0,000057 <&
v -0,489 0,489 ’ v
0,809 -0,809

czyli zostal spelniony warunek (66)* (btad zbieznosci ze wzgledu na wektor wiasny). Jak widac,
uzyskanie takiej samej doktadnosci w przypadku wektora wlasnego, jak w przypadku wartosci wta-
snej wymaga wykonania okoto dwukrotnie wigkszej liczby iteracji.

, gdyz

‘k+1

=ﬂf-l(ﬂ1) Z;( J } [ (jV]s (81)
”“[ (ZC H pe3 o usl

gdzie ¢, = (/1 = 1)- a;, j=12,..,n sa statymi wspotczynnikami rozkladu. Ze wzoru (81) wynika, ze
tempo, z jakim wektor X zmierza do wektora wlasnego V‘ jest szacowane od gory przez wartos¢

tego ilorazu. Najgorsza sytuacja wystapi wtedy, gdy iloraz jest rowny jeden, czyli wartosci te réznia
si¢ jedynie znakiem. W kolejnych iteracjach wystapia oscylacje pomigdzy dwoma przeciwnymi
warto$ciami 4 bez szans na spetnienie warunku zakonczenia obliczen. Najlepsza sytuacja nato-
miast (a zatem rowniez najwigksze przyspieszenie obliczen) nastapi wtedy, gdy iloraz ten bedzie
miat najwigksza mozliwa dla danej macierzy warto$¢. Sytuacja taka pojawi sig, gdy |/12| = |/1n| . Moz-

na do niej doprowadzi¢ przez odpowiednie przesunigcie widma warto$ci wlasnych wyj$ciowej ma-
cierzy o warto$¢

=(L+4,)2 . (82)

Nalezy w tym celu najpierw mozliwie precyzyjnie oszacowacé wartosci wlasne 4, 1 4, (na przyktad

odejmujac od wszystkich

nXl’l

korzystajac z ciagéw Sturma) a nastgpnie przeksztatci¢ macierz A[

elementow jej przekatnej gtdwnej sktadnik 4,,
A':A—Avpt-l , (83)

gdzie [}, oznacza macierz jednostkowa, i dalsze obliczenia prowadzi¢ na tak uzyskanej macierzy

. Po zakonczeniu iteracji nalezy oczywiscie

A[w dla ktérej bedzie zachodzit warunek

powroci¢ do wartosci wlasnej macierzy wyjsciowe;, dodajqc do wyniku obliczen metoda potggowa
Ao - Wyznaczony w trakcie tych obliczen wektor wlasny nie wymaga zadnych modyfikacji, gdyz

przesunigcie widma nie ma wptywu na jego sktadowe.

& 14 &



Michat Pazdanowski
Instytut Technologii Informacyjnych w Inzynierii Ladowe;j
Wydziat Inzynierii Ladowej
Politechnika Krakowska

10T
1 I I I 1 1 1
P 4 6 8 10 12 {4
0.1
0.0H
- 1-10° T
Whn —4

n,n

Rys. 2. Zbiezno$¢ metody potegowej dla dominujacej wartosci wiasnej (1) 1 odpowiadajacego jej
wektora wlasnego (w) w kolejnych iteracjach (7 ), skala logarytmiczna.

Metoda iteracji odwrotnej

Metoda iteracji odwrotnej moze by¢ uwazana za wariant metody potegowej stuzacy do wyznacze-
nia warto$ci wlasnej macierzy, najblizszej zeru. Podstawa merytoryczng tej metody jest cytowane
wyzej twierdzenie, ze warto$ci wlasne macierzy odwrotnej sa odwrotno$ciami wartosci wlasnych
macierzy danej. Sposob postgpowania jest podobny jak poprzednio, z jednym zastrzezeniem doty-
czacym kroku potggowego.

W najprostszej postaci metody iteracji odwrotnej formalnie zastepujemy macierz 4 macierza 4~ a
dalej obliczenia prowadzimy jak w metodzie potegowej. Jednak taki sposdb postgpowania jest mato
efektywny numerycznie, gdyz zlozono$¢ obliczeniowa procedury odwracania macierzy jest duza.
Jest jednak prosty sposéb uniknigcia tej operacji. Wystarczy w tym celu w kroku potegowym za-
miast operacji mnozenia macierzy przez wektor:

X{k+1} — 4! -X{k} : (84)
rozwiaza¢ uktad liniowych réwnan algebraicznych:
A- XY= x (85)

Aby rozwiazanie uktadu réwnan byto efektywne nalezy zastosowaé jedna z metod opartych na de-

kompozycji macierzy (rozktad L-L" jezeli macierz jest dodatnio okre$lona, rozklad L-U w prze-
ciwnym przypadku), gdyz dekompozycji dokonujemy jednokrotnie, natomiast uktad réwnan musi-
my rozwigza¢ w trakcie kazdej iteracji. Taka procedura postgpowania jest efektywna, gdy macierz
A jest petna lub prawie pelna. Jezeli natomiast mamy do czynienia z macierza A , ktdra jest rzad-
ka, korzystniejsze moze okaza¢ si¢ zastosowanie procedury iteracyjnej rozwiazania uktadu linio-
wych rownan algebraicznych. Ostatecznie, w przypadku metody iteracji odwrotnej algorytm poste-
powania przedstawia si¢ nastgpujaco:

Wyznaczy¢ wektor startowy X o}

3
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1. Znormalizowa¢ wyznaczony wektor W */ =

2. Wykona¢ krok potegowy A4-X et} — ik przez rozwiazanie uktadu liniowych rownan algebra-
icznych;

3. Obliczy¢ iloraz Rayleigha A“! = 7. x et
4. Sprawdzi¢ warunek (66).
W zalezno$ci od wyniku sprawdzenia albo nalezy wroci¢ do 1., albo zakonczy¢ prace.

Jezeli metodg iteracji odwrotnej zastosujemy do macierzy po przesuni¢ciu widma warto$ci wia-
snych o liczbe d (83), uzyskamy zbiezno$¢ rozwiazania nie do najblizszej zeru warto$ci wiasnej
macierzy wyjsciowej a do wartosci wlasnej najblizszej tej zadanej liczbie. W ten sposdéb mozna,
stosujac wariant metody potggowej, wyznaczy¢ dowolna warto$¢ wlasna macierzy.

Uogolniony problem wlasny
Uogo6lnionym problemem wtasnym nazywamy zadanie w postaci:
AV =A-BV . (86)

Jezeli wyznacznik macierzy B jest rozny od zera zadanie takie mozna formalnie sprowadzi¢ do

standardowego problemu wlasnego przez obustronne pomnozenie przez macierz B~ , co prowadzi
do:

B AV=V . (87)

Takie postgpowanie ma jednak zasadnicza wade spowodowana numeryczna zlozonoscia procedury
(odwracanie macierzy), oraz mozliwos$cia utraty stabilnosci w trakcie obliczen. Ponadto, jezeli ma-
cierz B jest pasmowa (czgsty przypadek) to macierz odwrotna do niej najczesciej taka nie jest, co
w przypadku duzych zadan moze by¢ ktopotliwe.

Jezeli macierz B jest symetryczna i dodatnio okreslona mozliwy jest nastgpujacy sposéb postepo-
wania, polegajacy na zastosowaniu rozktadu L- L' :

B=L-L" |, (88)
co po podstawieniu do (86) daje:
A-X=A-L-I" X (89)
a po lewostronnym pomnozeniu przez L :
L'"A-X=A-L"L-I' X=1-1"-X . (90)
Jezeli dokonamy teraz podstawienia:
L' X=Y, czyli X=L"-Y , 1)

to problem (86) sprowadzimy do standardowego problemu wiasnego (1), z wartosciami wlasnymi
zachowanymi z zadania (86), ale zmienionymi wektorami wlasnymi:
L"A4-L'" Y=Y , (92)
C

ktéry mozemy rozwiaza¢ na przyklad jedna z przedstawionych powyzej metod. Znajac wektory
wlasne problemu (92) mozemy w kazdej chwili wréci¢ do wektoréw wlasnych zadania wyjsciowe-
go (86), korzystajac z zaleznosci (91). Jezeli natomiast w trakcie rozwiazywania zadania (86) meto-
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da potegowa przy uwzglednieniu zaleznos$ci (88) chcemy unikna¢ koniecznos$ci odwracania macie-
rzy L i L' mozemy zastosowaé procedure postepowania przedstawiona ponizej:

Dokona¢ rozkladu L-L" macierzy B i przyjaé wektor startowy Y 0}

b

w Y{k}

1. Znormalizowa¢ wyznaczony wektor W

k}

2. Obliczy¢ wektor X/ rozwiazujac uklad liniowych réwnan algebraicznych L' - X =}

3. Obliczy¢ wektor Y**! rozwiazujac uktad liniowych rownan algebraicznych L-Y*" = 4. x|
co jest rownoznaczne wykonaniu kroku potggowego;

4. Obliczy¢ iloraz Rayleigha A+ = i . ytet)
5. Sprawdzi¢ warunek (66).

Doktadnie tak samo jak we wczesniej rozwazanych przyktadach, jezeli warunek (66) zostal spet-
niony, konczymy obliczenia, w przeciwnym razie wracamy do 1.

W tym miejscu warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze w trakcie obliczen (punkt 2.) w kazdej iteracji jest
znajdowany wektor wlasny oryginalnego problemu wtasnego (86), tak wigc nie nalezy go obliczaé
ponownie na zakonczenie pracy.

Przedstawiony powyzej sposob postgpowania zastosujemy do wyznaczenia dominujacej wartosci
wilasnej uogolnionego problemu wlasnego opisanego symetrycznymi macierzami A,y i By > 2

dokladnoscia ¢, = ¢, =0,0001 :

2 1 =3 2 4 2 2 8
1 -3 -6 -2 2 10 -5 10
A= , B= . (93)
-3 -6 4 1 2 =5 9 =2
2 =2 1 3 8 10 -2 46

Operacje wstegpne — rozktad macierzy B i1 wektor startowy Y o} .

4 2 2 8 2 0 0 0 2 1 1 4 -1
R e T T e
8 10 -2 46 4 -2 I =5 0 0 0 -5 1
Iteracja pierwsza:
1. Normalizacja:
1 1 -1 -0,500
W{o} _ {o} _ g 2| o500 ) (95)
14 -1 -0,500

Y
JY Oy o)

1 0,500

2. Uklad rownan:

2 1 1 4 -0,500 -0,167
T 0 0 = 2 -2 0 0
Lx®=plte|o 2 D G S B G B (96)
0 0 -2 1 -0,500 0,200
0 0 0 -5 0,500 ~0,100
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. Uktad rownan:

2 0 0 0 2 1 3 2| |-0167 -0,550
L-Y{l}—A-X{0}<:> 1 =3 0 o yij_[ 1 3 -6 -2 003 :>Y{1}_ 0,239 (97)
- 1 2 =2 o0 Tl o6 4 1 0,200 Tl -0s36 |
4 2 1 -5 2 2 1 3| ]-0100 ~0,543
. Iloraz Rayleigha:
-0,550
ﬂ{o}:W{O}T-Y{l}Z[—o,soo 0,500 0,500 0,500 ] _ggz =0,391111 . (98)
0,543

. Warunki zakonczenia obliczen moga by¢ sprawdzone dopiero po drugiej iteracji, w takim razie
powracamy do punktu 1. i kontynuujemy obliczenia.

Iteracja druga:

. Normalizacja:
-0,550 -0,567
Wi — 1 yl = 1 | 0230 | 0,246 (99)
{ur 1} -0,536 -0,552 ’
\/Y Y \/0’941591 0,543 0,559
. Uktad rownan:
2 1 1 4 -0,567 -0,706
IF.oxWoplh |0 3 2 2|yl | 06| o ) | oo0ss | (100)
0 0 -2 1 -0,552 0,332
0 0 0 -5 -0,559 0,112
. Ukltad réwnan:
2 0 0 0 2 1 -3 2 -0,706 —-1,060
L-Y{Z}ZA-X{I}Q 1 3 0 0 _Y{z}: 1 -3 -6 -2 || 0,065 :>Y{2}= 0,686 (101)
1 2 =2 0 -3 -6 4 1 0,332 —1,428 ’
4 -2 1 -5 2 -2 1 3 0,112 -1,233
. lloraz Rayleigha:
—-1,060
ﬂ{l}=W{l}T-Y{2}=[—o,567 0,246 0,552 0,559] - _?’féz =2,248323 . (102)
71:233
. Warunki zakonczenia obliczen:
A= 12,248323-0,391111
Wi = ‘ {0} ‘ = i > | = 0,826043 > 8/1
B 2,248323
~0,567 ~0,500 > (103)
w, = [t = =l 0| 00— 1092649 > €,
—0:559 02500

czyli konieczne jest wykonanie nastgpnej iteracji.
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Iteracja trzecia:
1. Normalizacja:

-1,060 0,467

w2 — 1 Y Z 1 | oess | | 0302 (104)
{211 {2} -1,428 -0,629 ’
\/Y Y \/5’153832 1,233 0,543
2. Uktad rownan:
2 1 1 4 -0,467 -0,671
LT~X{2}=W{2}<:> 0 3 2 =2 -X{2}= 0,302 :>X{2}= 0,073 ) (105)
0 0 -2 1 -0,629 0,369
0 0 0 -5 —-0,543 0,109
3. Uktad réwnan:
2 0 0 0 2 1 3 2 —-0,671 -1,080
LY = 4. x|t 3 0 0 yBi_| 1 3 -6 2|1 0073 _ yBl _| 0747 (106)
1 2 =2 0 3 -6 4 1 0,369 ~1,374 :
4 2 1 -5 2 -2 1 3 0,109 -1,279
4. Tloraz Rayleigha:
1,080
A2 iyl =[-0.467 0302 -0.629 0.543]- _(I’Z;Z =2,288566 . (107)
—1:279
5. Warunki zakonczenia obliczen:
4% = [2,288566—2,248323
YT T asssed =0.017384>¢;
~0,467 ~0,567 > (108)
w =l -w|=] o || oo - onsssarse,
—02543 —0:559
czyli konieczne jest wykonanie nastgpnej iteracji.
W toku dalszych obliczen mozna sig przekonaé, ze po siedmiu iteracjach:
A= 79 12,290751-2,290603
w, = ‘ ‘ = d | =0,000065 < ¢,
A7 2,29075] *
—0,467 —0,464 > (109)
w, =l =]l 0| 0 = 0,011241 > ¢,
—0:556 —0:554

czyli zostat speniony warunek (66)' (blad zbieznosci ze wzgledu na warto$é wiasna), a po 22 itera-
cjach:

AP P12 290918 -2,290918
w, = ‘ o ‘ =17 . | =0,000000004 < ¢,
ESl 2,290918
~0,466 ~0,466 (110)
W o= HW{zz} _ W{zl}H =l 37 [_| 9317 |l — 0.000097 < &
v ~0,612 0,612 ’ v
-0,555 -0,555
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czyli zostal spelniony warunek (66)* (btad zbieznosci ze wzgledu na wektor wiasny). Jak widac,
uzyskanie takiej samej doktadnosci w przypadku wektora wlasnego, jak w przypadku wartosci wta-

snej w tym przypadku wymaga wykonania okoto trzykrotnie wigkszej liczby iteracji.

10T

n,n

Rys. 3 Zbiezno$¢ metody potegowej dla dominujacej wartosci wiasnej (4) 1 odpowiadajacego jej
wektora wlasnego (w) w kolejnych iteracjach (7 ) uogdlnionego problemu wiasnego, skala

logarytmiczna.
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