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Równanie równowagi ES

1 równanie równowagi elementu skończonego

ke qe = ze + fe.

2 gdzie występują następujące macierze i wektory ES
Macierz sztywności liniowej

ke =
∫ le
0

BTDB dxe,

Wektor węzłowych sił zastępujących obciążenie p(x)

ze =
∫ le
0

NTp(x) dxe.
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Równanie równowagi układu

Macierzowe równanie równowagi statycznej całego układu ma postać:

KQ = P+ Z+R

gdzie:
K - globalna macierz sztywności układu.

K =
∑
e

Ke, Ke = TeTkeTe

T – macierz transformacji z układu lokalnego ES do globalnego układu
Q – wektor globalnych przemieszczeń układu,
P – wektor zewnętrznych obciążeń węzłowych
Z – wektor globalnych sił zastępujących obciążenie ES

Z =
∑
e

Ze, Ze = TeTze,

R – wektor globalnych reakcji podpór
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Opis elementu kratowego
Definicje zmiennych

p(x)
P x

Przemieszczenie, odkształcenie i siła przekrojowa w pręcie
rozciąganym/ściskanym

u(x) = {u(x)}

e(x) = {ε0}

s(x) = {N(x)}

p = {p(x)}

Związki kinematyczne i fizyczne:

ε0 =
du
dx
⇒ e = Lu, L =

[ d
dx

]
N = E A ε0 ⇒ s = De, D = [E A]
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Opis elementu kratowego w układzie lokalnym
Aproksymacja pola przemieszczeń

Liczba lokalnych stopni swobody węzła ES lssw = 1, lsse = 2.

q = u(2)
2

q = u(1)
1

x=
ξ

L

1

2

L
E, A

wektor przemieszczeń węzła ES:
qw
(1×1)

= [uw]

wektor przemieszczeń ES:
qe
(2×1)

= [ q1, q2 ]T = [u1, u2 ]T

aproksymacja pola przemieszczeń:

ue
(1×1)
(ξ) = [ux(ξ) ] = N(ξ)qe =

[
(N1(ξ), N2(ξ)

]e [ qe1
qe2

]
,

ξe = x/le – bezwymiarowa współrzędna

N1(ξ), N2(ξ) – funkcje kształtu
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Opis elementu kratowego w układzie lokalnym
Aproksymacja pola przemieszczeń

funkcje kształtu:

N
(1×2)
(ξ) =

[
N1(ξ), N2(ξ)

]
=
[
(1− ξ), ξ

]

=ξ
x

L

1N 2N

=ξ
x

L

1.0 1.0

x = ξ L

u(2)
u(1)

1 2

1.0 1.0

u(x)

a) b)

L
e

(6)



Opis elementu kratowego w układzie lokalnym
Związki kinematyczne i fizyczne

Aproksymacja pola uogólnionych odkształceń:

e
(1×1)
(ξ) = [εx(ξ)] =

du
Ldξ
= L ·N(ξ)qe = B

(1×2)
(ξ) qe
(2×1)

Aproksymacja pola uogólnionych naprężeń:

s
(1×1)
(ξ) = N(ξ) = De(ξ) = D

(1×1)
B
(1×2)
(ξ) qe
(2×1)

gdzie:
B
(1×2)
(ξ) = LN

(1×2)
=
[ −1
Le ,

1
Le

]
, D
(1×1)

=
[
E A

]e
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Opis elementu kratowego w układzie lokalnym
Macierze ES w układzie lokalnym

Macierz sztywności ES w układzie lokalnym

ke
(2×2)

=
∫ L
0
BTDB dx −→ ke

(2×2)
=
EA

L

[
1 −1
−1 1

]
.

Wektor węzłowych sił zastępujących obciążenie p(x) = p = const

x
=

ξ
L

2

1

L

P

z2 = pL2

z1 = pL2

ze
(2×1)

=
∫ L
0
NT p dx −→ ze

(2×1)
=

 pL
2

pL
2
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Opis ES kratowego w układzie globalnym
CD aproksymacji

Liczba globalnych stopni swobdy węzła LSSw = 2 a elementu LSSe = 4

x=
ξ

L

2

q 
1

Q = U(1)
1

Q = V(1)
2

Q = U(2)
3

Q = V(2)
4

q 
2

1

Y

X

wektor przemieszczeń węzła:
Qw
(2×1)

= [Uw, Vw ]T

wektor przemieszczeń ES:
Qe
(4×1)

= [Q1, Q2 |Q3, Q4 ]T = [U1, V1 |U2, V2 ]T

qw
(2×1)

=
[
q1
q2

]e
=
[
c s 0 0
0 0 c s

]e 
Q1
Q2
Q3
Q4


e

= Te
(2×4)

Qe
(4×1)

Qe
(4×1)

= TeT
(4×2)

qe
(2×1)

.

gdzie: T – macierz transformacji
c = cos(αe), c = sin(αe)
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Opis elementu kratowego
Macierze ES w układzie globalnym

Macierz szywności ES w układzie globalnym

Ke
(4×4)

= TeT
(4×2)

ke
(2×2)

Te
(2×4)

,

Te
(2×4)

=
[
cos(α) sin(α) 0 0
0 0 cos(α) sin(α)

]
.

Ostatecznie macierz sztywności ES w układzie globalnym:

Ke
(4×4)

=
EA

L

e


c2 sc −c2 −sc
sc s2 −sc −s2
−c2 −sc c2 sc
−sc −s2 sc s2


e

,
c = cosα

s = sinα.

Wektor sił zastępujących obciążenie równomiernie rozłożone w
układzie globalnym

Ze
(4×1)

= TeT
(4×2)

ze
(2×1)

=


ze1c
ze1s
ze2c
ze2s
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MES dla ustrojów prętowych (statyka)
Algorytm metody

1 Dyskretyzacja (numeracja węzłów i elementów, topologia).
2 Obliczenie macierzy sztywności ke oraz wektora sił zastępujących obciązenie

rozłożone ze w układzie lokalnym elementu.
3 Transformacja macierzy do układu globalnego - obliczenie Ke oraz Ze.
4 Agregacja: zbudowanie macierzy sztywności układu K oraz wektora Z.
5 Utworzenie wektora sił skupionyh w węzłach P.
6 Uwzględnienie warunków brzegowych.
7 Rozwiązanie układu równań KQ = P+ Z+R czyli wyznaczenie wektora

globalnych przemieszczeń węzłowych Q i reakcji w więzach podporowych R.
8 Powrót do elementu i obliczenie sił przywęzłowych w układzie lokalnym

elementu.

Q −→ Qe −→ qe −→ fe = keqe − ze

lub Q −→ Qe −→ Fe = KeQe − Ze −→ fe

9 sprawdzenie obliczeń (równowagi układu, wybranego podukładu, węzła).
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Statyka kratownicy
Przykład 1: Dane, dyskretyzacja, topologia

2

1

3

1 2

3

1 3

2

NE wP wK

X

Y

4
 m

3 m

10 kN 

Y

X

10 kN/m

2
2

3

3

1

1

Q1

Q2

Q3

Q4

Q6

Q5

Liczba węzłów (LW = 3), liczba elementów (LE = 3)
Liczba stopni swobody węzła (LSSW = 2)
Liczba stopni swobody układu (LSSU = 6).
Dla E = 10GPa, A = 0.001m2, l1 = 3m, l2 = 5m, l3 = 4m
Wektor przemieszczeń węzłowych w układzie globalnym:
Q = [Q1, Q2, Q3, Q4, Q5, Q6]T = [U1, V1 | U2, V2 | U3, V3]T
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Statyka kratownicy
Przykład 1: Macierze sztywności ke → Ke

Macierze szywności ES w układzie globalnym Ke dla e = 1, 2, 3

Ke
(4×4)

=
EA

L


c2 sc −c2 −sc
sc s2 −sc −s2
−c2 −sc c2 sc
−sc −s2 sc s2

 , c = cos(α)

s = sin(α)

2

1

Y

X

1

Q1

Q2

Q3

Q4

Element e = 1 :

α1 = 0o, cos(α1) = 1.0, sin(α1) = 0.0, L1 = 3.0 m
Q1 = [ Q1, Q2, Q3, Q4 ]T

K1 =


3.333 · 103 0 −3.333 · 103 0
0 0 0 0

−3.333 · 103 0 3.333 · 103 0
0 0 0 0
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Statyka kratownicy
Przykład 1: Macierze sztywności ke → Ke

2

3

Y

X

2

Q3

Q4

Q6

Q5

Element e = 2 : c = (x2k − x2p)/le, s = (y2k − y2p)/le

α2 = 126.87, cos(α2) = −0.6, sin(α2) = 0.8, L2 = 5.0 m
Q2 = [ Q3, Q4, Q5, Q6 ]T

K2 =


720 −960 −720 960
−960 1.28 · 103 960 1.28 · 103
−720 960 720 −960
960 −1.28 · 103 −960 1.28 · 103



1

3

Y

X

3

Q1

Q2

Q6

Q5

Element e = 3 :

α3 = 90, cos(α3) = 0.0, sin(α3) = 1.0, L3 = 4.0m
Q3 = [ Q1, Q2, Q5, Q6 ]T

K3 =


0 0 0 0
0 2.5 · 103 0 2.5 · 103
0 0 0 0
0 −2.5 · 103 0 2.5 · 103
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Statyka kratownicy
Przykład 1: Agregacja

Globalna macierz sztywności K całego układu kratowego:

2

1

3

1 2

3

1 3

2

NE wP wK

Y

X

2
2

3

3

1

1

Q1

Q2

Q3

Q4

Q6

Q5

1 2

2

3

2 3 1

1

K1 =

1 2 3 4 5 6

1

1

2

2

3

4

3

5

6

2

3

1 3

1 2 3 4 5 6

1

1

2

2

3

4

3

5

6

3 4 5 6

3

4

5

6

K2 =

1 2

1

2

K3 =

K =
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Statyka kratownicy
Przykład 1: Agregacja

Globalna macierz sztywności K całego układu kratowego:
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Statyka kratownicy
Przykład 1: Agregacja

Globalna macierz sztywności K całego układu kratowego:

2

1

3

1 2

3
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2

NE wP wK

Y

X

2
2

3

3

1

1
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Q2

Q3

Q4

Q6
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3

2 3 1

1

K1 =
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1
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1 2

1

2

K3 =

K =
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Statyka kratownicy

Globalna macierz sztywności K całego układu kratowego:

K = 103


3.333 0 −3.333 0 0 0
0 2.5 0 0 0 −2.5

−3.333 0 4.053 −0.96 −0.72 0.96
0 0 −0.96 1.28 0.96 −1.28
0 0 −0.72 0.96 0.72 −0.96
0 −2.5 0.96 −1.28 −0.96 3.78

 .

Wektor węzłowych sił zastępczych Z

3

2

Y

X

p=10

2

Z3

Z4

Z6

Z5

z21

x2

z22

z2 =

[
−pL

2

2

−pL
2

2

]
→ Z2 = T2Tz2 =


15
−20
15
−20



Globalny wektor węzłowych sił zastępczych Z =


0
0
15
−20
15
−20
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Statyka kratownicy

Wektor obciążeń węzłowych P

2

1

3

X

Y

4
 m

3 m

10 kN 

Y

X

2
3

1

P1

P2

P3

P4

P6 = −10

P5 P = [ 0, 0, 0, 0, 0, −10 ]
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Statyka kratownicy

X

Y

10 kN 

K Q P+ Z+R

Układ równań MES:
KQ = P+ Z+R

Niewiadome:

Q = {0, 0, Q3, 0, 0, Q6}
R = {R1, R2, 0, R4, R5, 0}

103


3.333 0 −3.333 0 0 0
0 2.5 0 0 0 −2.5

−3.333 0 4.053 −0.96 −0.72 0.96
0 0 −0.96 1.28 0.96 −1.28
0 0 −0.72 0.96 0.72 −0.96
0 −2.5 0.96 −1.28 −0.96 3.78




0
0
Q3
0
0
Q6

 =

0 +R1
0 +R2
15 + 0
−20 +R4
15 +R5
−30 + 0


(20)



Statyka kratownicy

Po uwzględnieniu warunków brzegowych:

Q1 = 0.0, Q2 = 0.0, Q4 = 0.0, Q5 = 0.0

103



3.333 0 −3.333 0 0 0
0 2.5 0 0 0 −2.5

−3.333 0 4.053 −0.96 −0.72 0.96
0 0 −0.96 1.28 0.96 −1.28
0 0 −0.72 0.96 0.72 −0.96
0 −2.5 0.96 −1.28 −0.96 3.78




Q1
Q2
Q3
Q4
Q5
Q6

 =


0 +R1
0 +R2
15 +0
−20 +R4
15 +R5
-30+0


otrzymujemy układ:

103
[
4.053 0.96
0.96 3.78

] [
Q3
Q6

]
=
[
15
−30

]
Po jego rozwiązaniu mamy: Q3 = 5.938 · 10−3m, Q6 = −9.444 · 10−3m

Pełny wektor przemieszczeń:

Q = [0.0, 0.0 | 5.938 · 10−3 0.0 | 0.0, −9.444 · 10−3]T
(21)



Statyka kratownicy
Wyznaczenie niewiadomych

Q6 = −9.444 10−3

Q4 = 5.938 10−3

10

R1 = −19.79

R4 = 26.39R2 = 23.61

R5 = −10.21

10

Pełny wektor przemieszczeń:

Q =


0.0
0.0
0.0

5.938 · 10−3
0.0

−9.444 · 10−3


Wektor reakcji oblicza sie ze wzoru:

R = KQ−P− Z
Dla analizowanej kratownicy reakcje wynoszą:

R =


−19.79
23.61
0.0
26.39
−10.21
0.0
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Statyka kratownicy
Powrót do elementu. Wyznaczenie sił przywęzłowych

Siły przywęzłowe
w układach lokalnym ES

17.01

32.99
23.61

−23.61

−19.79 19.79

x2x3

x1

Element 1

Q1 =


Q1
Q2
Q3
Q4

 ,
f1 = T1(K1Q1)

f1 =
[
−19.79
19.79

]

Element 2

Q2 =


Q3
Q4
Q5
Q6

 ,
f2 = T2(K2Q2 − Z2)

f2 =
[
32.99
17.01

]

Element 3

Q3 =


Q1
Q2
Q5
Q6

 ,
f3 = T3(K3Q3)

f3 =
[
23.61
−23.61

]
(23)



Dziękuję za uwagę
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