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Réwnanie réwnowagi ES

@ rdéwnanie réwnowagi elementu skonczonego
k(ﬁ q(ﬁ — ZEi + f(ﬁ.

@ gdzie wystepuja nastepujace macierze i wektory ES
e Macierz sztywnosci liniowej

N
K = / B'DB dz°,
Jo
e Wektor wezfowych sit zastepujacych obciazenie p(z)

e
z© :/ N'p(z) dz®.
0



Réwnanie réwnowagi uktadu

Macierzowe réwnanie réwnowagi statycznej catego uktadu ma postac:
KQ=P+Z+R

gdzie:
K - globalna macierz sztywnosci uktadu.

K=> K K°=T"kT"

T — macierz transformacji z ukfadu lokalnego ES do globalnego uktadu
Q — wektor globalnych przemieszczen uktadu,

P — wektor zewnetrznych obcigzen weztowych

Z — wektor globalnych sit zastepujacych obcigzenie ES

z=Y 17, Z°=T"s",

R — wektor globalnych reakcji podpor
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Opis elementu kratowego

Definicje zmiennych

p(x)

fs> —> —> —> —> —> P X

/

@ Przemieszczenie, odksztatcenie i sita przekrojowa w precie
rozcigganym /$ciskanym
u(z) = {u(z)}

e(z) = {eo}
s(z) ={N(z)}
p = {p(z)}
o Zwiazki kinematyczne i fizyczne:
du d
eoza = e=Llu, L= [£}

N=FAey = s=De, D=[E A



Opis elementu kratowego w uktadzie lokalnym

Aproksymacja pola przemieszczen

@ Liczba lokalnych stopni swobody wezta ES Iss,, = 1,1ss¢ = 2.

@ wektor przemieszczen wezta ES:

quw = [Uw
S (1x1) i

@ wektor przemieszczen ES:

a° =[q1,¢]" =[u,u]"
(2x1)

@ aproksymacja pola przemieszczen:

(€)= [ua(6)] = N = [(N1(6), Nal©)]° [ a } ,

(1x1)

&¢ = x/1¢ — bezwymiarowa wspotrzedna

Ny (&), No(&) — funkcje ksztattu



Opis elementu kratowego w uktadzie lokalnym

Aproksymacja pola przemieszczen

o funkcje ksztattu:

(1x2)

a) b)




Opis elementu kratowego w uktadzie lokalnym

Zwiazki kinematyczne i fizyczne

@ Aproksymacja pola uogdlnionych odksztatcen:

€)=l =77 =L-N(¢a"= B (§) ¢

e
(1x1)

@ Aproksymacja pola uogélnionych naprezen:

S = N = De = D B ¢
(5 O=NE=De©= D B © o
gdzie:
= = &, 4 D =[EA]°
(1><2)(€) {Ix2) [ Le> Le ]7 (1) [ ]



Opis elementu kratowego w uktadzie lokalnym

Macierze ES w uktadzie lokalnym

@ Macierz sztywnosci ES w ukfadzie lokalnym

/BTDBdJ — k® =

BA[ 1
(2x2) L '

2><2) -1 1

e Wektor weztowych sit zastepujacych obcigzenie p(x) = p = const

I

@xz/:%
7



Opis ES kratowego w uktadzie globalnym

CD aproksymacji

@ Liczba globalnych stopni swobdy wezta LSS, = 2 a elementu LSS¢ =4

% wektor przemieszczen wezta:
vy} 7 -
—>Q~U(Q2) Qw = [Uw7Vw]
v 0] (2x1)
wektor przemieszczen ES:
Q=UM X Q¢ =[Q1,Q2|Q3,Q4]" =[U1, V1| Uz, Vo7
a (4x1)
4y TQ;V(I)
Q"
q1 ‘ c s 00 ‘ QQ Te Qe
(quwn B { 42 ] a { 00 ¢ s ] Qs @4 (4x1)
Q4
e _ TeT e

(ax1)  (4x2) (2x1)

gdzie: T — macierz transformagji
¢ = cos(a®), ¢ = sin(a®)



Opis elementu kratowego

Macierze ES w uktadzie globalnym

@ Macierz szywnosci ES w ukfadzie globalnym

K¢ — TE’,T k¢ Te ,
(4x4) (4x2) (2x2) (2x4)

Te — cos(a) sin(a) 0 0
(2x4) 0 0 cos(ar) sin(«)

@ Ostatecznie macierz sztywnosci ES w uktadzie globalnym:

b © €
2 sc| - —sc
. FEA° sc  §? | —s¢ —s? ¢ =cosa
(axa) L —c? —sc| & sc |’ s=sina.
—sc —s*| sc s

o Wektor sit zastepujacych obcigzenie réwnomiernie roztfozone w
uktadzie globalnym

zic
e
7e — eT e _ Z18
(4x1)  (4x2) (2x1) z5¢

€e
2558
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MES dla ustrojéw pretowych (statyka)

Algorytm metody

© ©000O0O0

Dyskretyzacja (numeracja weztéw i elementéw, topologia).

Obliczenie macierzy sztywnosci k¢ oraz wektora sit zastepujacych obcigzenie
roztozone z° w uktadzie lokalnym elementu.

Transformacja macierzy do uktadu globalnego - obliczenie K¢ oraz Z¢.
Agregacja: zbudowanie macierzy sztywnosci uktadu K oraz wektora Z.
Utworzenie wektora sit skupionyh w weztach P.

Uwzglednienie warunkéw brzegowych.

Rozwiazanie uktadu réwnan KQ = P + Z + R czyli wyznaczenie wektora
globalnych przemieszczen weztowych Q i reakcji w wiezach podporowych R.

Powrét do elementu i obliczenie sit przyweztowych w uktadzie lokalnym
elementu.

Q_)Qe_>qe_>fe:keqe_ze
lub Q — Q° — F° = K°Q° — Z¢ — f°
sprawdzenie obliczen (réwnowagi uktadu, wybranego podukfadu, wezta).
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Statyka kratownicy

Przyktad 1: Dane, dyskretyzacja, topologia

NE

Tl W

Liczba weztéw (LW = 3), liczba elementéw (LE = 3)

Liczba stopni swobody wezta (LSSW = 2)

Liczba stopni swobody uktadu (LSSU = 6).

Dla E = 10GPa, A =0.001m?, ' =3m, 2 =5m, I3 =4m
Wektor przemieszczen weztowych w uktadzie globalnym:
Q=[Q1, Q2, Q3, Qu, Qs5, Q)" = [U1, V1 | Uz, V2 | Us, V3]T

wP  wK

O—O
@—3
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Statyka kratownicy

Przyktad 1: Macierze sztywnosci k¢ — K¢

e Macierze szywnoéci ES w uktadzie globalnym K¢dlae=1,2,3

2 sc| —c* —sc
. FEA sc 82| —sc —s? ¢ = cos(a)
@axa) L | =& —sc| & sc |’ s=sin(a)
—sc  —s? sc  s?
Y Element e=1:

at =0°, cos(at) = 1.0, sin(al) = 0.0, L' =3.0 m
Ql = [le QQa Q37 Q4 ]T

3.333-10° 0| -3.333-10° 0
0 0 0 0
1 _
o o KT 8807 0 3333108 0
] o 0 0 0 0
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Statyka kratownicy

Przyktad 1: Macierze sztywnosci k¢ — K¢

Element e=2: ¢ = (22 — wg)/le, s=(yi — y;%)/le

TQ“ a? = 126.87, cos(a?) = —0.6, sin(a?) = 0.8, L? =5.0 m
Q°=[Q3, Qu, @5, Qs |"

720 —960 —720 960
o K2 —-960 1.28-10% | 960 1.28-103
T X —720 960 720 —960
/_>$ 960 —1.28-10% | —960 1.28-103
(R4 Element e = 3:

a® =90, cos(a?) = 0.0, sm( 3)=1.0, L =4.0m

©) Q% =[Q1, Q2, @5, Qs ]"
a4 X
N (14)




Statyka kratownicy

Przyktad 1: Agregacja

Globalna macierz sztywnos$ci K catego uktadu kratowego:

O O) ®@ O o 0
Gdbd T 2E 4
o [ IXIXIXIX] o
Kl:E Kz—i><><><>< 2
3 FIXIXIXIX] L[
el XXX “ld
NE wP wK @ ® ®
O—0
o0 @
O—0 o
o
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Statyka kratownicy

Przyktad 1: Agregacja

Globalna macierz sztywnos$ci K catego uktadu kratowego:

O ® ® 6 OO
b2 B4 a6 d 02 5 d
! XXX A
SRR
el XXX “ld
NE wP wK @ ® ®
1] O—O@ 026 465 4
Z oG q
O—03 o XX
L XX§§
o] IR

(16)



Statyka kratownicy

Przyktad 1: Agregacja

Globalna macierz sztywnos$ci K catego uktadu kratowego:

O O) ®@ O o 0
! FIX XXX A
SRR RRES
el PRI “l
NE wP wK @ ® ®
ONe)
>0 @ DI
O—03 o XX
i XX
@ XXX
6 XXX

an



Statyka kratownicy

@ Globalna macierz sztywnosci K catego uktadu kratowego:

3.333 0 —3.333 0 0 0
0 2.5 0 0 0 -25
-3.333 0 4.053 -096 -0.72 0.96
0 0 —-0.96 1.28 096 —1.28

0 0 -—-072 096 072 -0.96

0 —-25 0.96 —-1.28 —-0.96 3.78

o Wektor weztowych sit zastepczych Z

K =10?

, 15
_pL” —920
2 2 2T, 2
z:l_péz‘|—>Z:Tz: 15
—-20
0
0
Globalny wektor weztowych sit zastepczych Z = 7;2
15

h —2015)



Statyka kratownicy

@ Wektor obcigzen weztowych P

¢Y
l]OkN

P=[0,0000 —10]

4m
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Statyka kratownicy

¢ Y
o Ukftad réwnan MES: .
KQ=P+Z+R
|
@ Niewiadome:
Q = {07 07 Q37 07 07 Q6}
R= {Rh R27 07 R47 R57 0}
X
K Q P+Z+R
3.333 0 —-3.333 0 0 0 0 0+ Ry
0 2.5 0 0 0 =25 0 0+ Ro
103 —-3.333 0 4.053 —-0.96 —-0.72 0.96 Qs | 1540
0 0 —0.96 1.28 0.96 —1.28 0 T | —20+ Ry
0 0 —0.72 0.96 0.72 —-0.96 0 15+ Rs

0 —-25 0.96 —-128 —-096  3.78 Qs -30+0
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Statyka kratownicy

@ Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych:

103

Q1 =00, Q2=0.0, , Q5=0.0
3433 =5:385 6 6 B T R R S
o o o o = TN 5 :
J A4 J - WQ T
~3.333 4. 053 —0l96  —0f72 Qs | | [15+0
o =0-96——H28——0196—=128 QT —T—20+FR1
0 0.72 096 0.72 —0.96 s 15~ Rn
I 0 [0.96] —1l2s —oloé [3.78] ] | @6 | | [-30+0
otrzymujemy uktad:
100 | 4053 096 11 Qs | _[ 15
0.96 3.78 || Qs | | —30

Po jego rozwiazaniu mamy: Q3 = 5.938 - 10~3m,

@ Petny wektor przemieszczen:

=[0.0,0.0 5

Q¢ = —9.444 - 10~3m

938-10720.0 | 0.0, —9.444 - 10~ ]

(21)



Statyka kratownicy

Wyznaczenie niewiadomych

Qs = —9.4441073

Q4 =5.9381073

|
R; = —10.21

Ry =—-19.79

R, = 23.61

—{p

Ry =26.39

@ Petny wektor przemieszczen:

0.0

0.0

0.0
5.938 - 1073

0.0
—9.444 .10

Q=

@ Wektor reakcji oblicza sie ze wzoru:
R=KQ-P-7Z
Dla analizowanej kratownicy reakcje wynosza:

—19.79
23.61
0.0
26.39
—10.21
0.0
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Statyka kratownicy

Powrét do elementu. Wyznaczenie sit przyweztowych

Sity przyweztowe
w ukfadach lokalnym ES

17.01
-23.61 70

T 23.61 \32'99

-19.79 19.79 !

8

o Element 1

@1
Q2
Qs
| Q4

@ Element 2

Qs
Qa4
@s
| Q6

@ Element 3

o)
Q2
@s
Qs

Q=

Q=

fl —_ Tl(Kl Ql)

o[ 1019
| 1979

f2 _ T2(K2 Q2 o ZZ)

C e _ [ 3299
~ | 1701

f3 _ T3(K3 Q3)

N
~ | —23.61
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Dziekuje za uwage



